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© Motivace

© Z:ikladni pojmy

© Prehled funkénich forem
e Regresni analyza

© Chybovy &len

@ Testy hypotéz

@ Ovéren kvality modelu

© Kiasicky linedrni model
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@ Regrese je jedna z nejcastéji pouZivanych metod.

o Cilem je vysvétlit variabilitu jedné promé&nné pomoci jinych
promé&nnych.

o Prakticky miZeme ovéfovat zda vybrand proménnd ma vliv na
hodnoty jiné proménné, jak silny je tento vliv, miZeme jej i vycislit.
Déle napf. miZeme predikovat proménnou pomoci odhadnutého
modelu.

o Rada praktickych tloh Ize vyFedit pomoci regrese, atkoliv tak nemusf
byt pfimo zaddna (t-test, faktorovd ANOVA, atd.).
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Zakladni kroky v aplikované regresni analyze

© Ptehled literatury a odvozeni teoretického modelu.

@ Specifikace modelu:
o vybér nezdvisle proménnych;

o vybér funk&ni formy.
© Vysloveni hypotéz o olekdvanych znaméncich parametrd.
© Sbér dat.
@ Odhad modelu a ové&Feni pfedpoklad.

@ Zdokumentovani vysledkd.
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Logické schéma hledani adekvatniho modelu
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Vysvétlovand proménna

o Vysvétlovand proménnd Y neboli

o zavisla proménna;

e regresand.
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Vysvétlujici proménna

o Vysvétlujici proménnd X neboli

e nezavisld proménng;

@ regresor.

@ Jako vysvétlujici proménnd miZe vystupovat také

e zpoZzdénd proménnd;

o umé&ld (dummy, indikativni) promé&nna.
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/Zpozdéna proménnd

@ V né&kterych p¥ipadech ub&hne urdity ¢as mezi zménou ve vysvétlujici
proménné a reakci ve vysvétlované proménné — zpoZdéni.

s/ w

@ Zapisujeme napf. X :—1, kde index t — 1 znadi, Ze pozorovani
proménné X; je z ptedchazejiciho obdobi.
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Uméla (dummy, indikativni) prom&nna

@ Proménna, kterd obvykle nabyva hodnot nula nebo jedna.

@ V né&kterych p¥ipadech je potfeba do modelu za¥adit i slovni znaky,
které je nutné prevést na kvantitativni znaky.

o Ptiklad: pohlavi
e muz =1;
e Zena = 0.
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P¥ehled funké&nich forem
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Volba funkéni formy

Rozeznavame

@ modely linedrni v parametrech;

@ modely nelinedrni v parametrech, avsak transformovatelné na modely
linedrni v parametrech (linearizovatelné modely);

@ modely nelinedrni v parametrech.
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Linearni modely

Polynomidlni model s jednou proménnou

@ Polynom stupn& 1 (p¥imka)
Y= Bo+ X, i=1,....n.
@ Polynom stupné 2 (parabola)
Yi=Bo+ X+ B X, i=1,....n
@ Polynom stupné 3

Yi=Bo+4 BiX;i+ BoX? + B3 X3, i=1,...,n
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Linearni modely

0 5 10 15
X

Polynom 1. stupn& (8o = 3, 1 = 0,7).
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Linearni modely
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Polynom 2. stupn& (39 = 3, 1 = 0,7, 5> = 0,3).
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Linearni modely
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Polynom stupné 3 (8o = 3, 1 = 0,7, B2 = 0,3, 53 = —0,018).
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Linearni modely

Polynomidlni model s vice promé&nnymi

@ Vysvétlovanad veli¢ina je modelovdna pomoci vice rlznych
proménnych.

@ Obvykle tyto promé&nné nejsou umocnény, nékdy se pouzivaji 2. &i 3.
mocniny vybranych proménnych.
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Linearni modely

Polynomidlni model s vice proménnymi

@ Proménné neumocnény
Yi = Bo+ 1 Xy, + B2 Xoi + 83Xz, i=1,...,n.
@ Proménné neumocnény, jiné znaleni nez vyse
Yi =060+ 51 Xi + 5Zi + B3V, i=1,...,n.
@ Proménné v polynomech rliznych stupii

Yi = Bo+ BiXi + BoXP 4 B3Zi + BaZP + BsZP + B6 Vi, i=1,...,n.
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Linearni modely

Inverzni (reciproéni) model

Jedna ¢&i vice proménnych modelu je umocnéna na —1. Tento model mize

mimo jiné nabyvat nasledujicich forem:
@ Pravé jedna proménng, ta umocnéna na —1

1
\/i:/BO"i'/BIY: i:]-a"'an'

1
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Linearni modely

Inverzni model s jednou proménnou (5p = 3, f1 = 20).
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Linearni modely

Inverzni (recipro¢ni) model

Jedna &i vice proménnych modelu je umocnéna na —1. Tento model miize
mimo jiné nabyvat ndsledujicich forem:

@ Pravé dvé& proménné, z toho jedna promé&nnd umocnéna na —1
1 .
\/i:ﬁO“FﬁlY“FﬁZZia ’:17-"an7
1

P¥i znalosti modelu mizZeme fixovat jednu z promé&nnych a vykreslit
model pomoci dvojrozmérného bodového grafu.
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Linearni modely

0 20 40 60 80 100 120

Inverzni model se dvéma promé&nnymi (5p = 3, f1 = 20, 52 = 0,3).
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Linearni modely

X, Z fixovano
Inverzni model se dvéma proménnymi, fixovana linedrni promé&nna
(Z; = 30).
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Linearni modely

0 . .
0 5 10 15
Z, X fixovano

Inverzni model se dvéma proménnymi, fixovana inverzni promé&nna

(X; =17).
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Linearni modely

Inverzni (reciproéni) model

Jedna ¢&i vice proménnych modelu je umocnéna na —1. Tento model mize

mimo jiné nabyvat nasledujicich forem:
@ Pravé t¥i proménné, z toho dvé proménné umocnény na —1

Yi= ﬁo+51 +62 +ﬂ3\/,, i=1,...,n.
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Linearizovatelné modely

o Ne&které nelinearni modely Ize vhodnou transformaci pfevést na
modely linedrni, linearizovat je. Obvykle se k tomuto G&elu pouZiva
pfirozeny logaritmus.

@ Odhady parametrii pomoci linearizace jsou vétSinou horsi neZ pomoci
technik pro nelinedrni modely.
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Linearizovatelné modely

Exponencidlni (mocninny) model
Jedna se o nelinedrni model
Yi = BoXPet, i=1,...,n,
ktery je mozno linearizovat zlogaritmovanim:
InYi=Ingg+pBiInX;4+u;, i=1,...,n
Po zavedeni parametru a = In By dostaneme findlni tvar modelu jako
nYi=a+6InXj4+u, i=1...,n,

coz uz je model linedrni v parametrech. Zda je tento model vhodny pro
analyzovana data zjistime vykreslenim zlogaritmovanych proménnych
pomoci bodového grafu — body by se mély ¥adit kolem pomysIné pfimky.
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Linearizovatelné modely

Exponencidlni model s parametrem 51 > 0 (5o = 0,7, f1 = 2,3). Na levém
grafu zobrazen plvodni model, na pravém linearizovany model.
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Linearizovatelné modely

Exponencidlni model s parametrem 0 < ;1 < 1 (o = 1,7, 51 = 0,3). Na
levém grafu zobrazen pivodni model, na pravém linearizovany model.
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Linearizovatelné modely

X In X

Exponencidlni model s parametrem 31 < 0 (5o =5, /1 = —1,15). Na
levém grafu zobrazen pivodni model, na pravém linearizovany model.
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Linearizovatelné modely

Dvojit& exponencidlni (mocninny) model
Jednd se o nelinedrni model
Y; = eBOXI-BIZ,-&e“", i=1,...,n,
ktery je opét mozno linearizovat zlogaritmovanim:
InY;=po+B1InX;+polnZi+u;, i=1...,n,

coZ je model linedrni v parametrech. Pokud jednu z proménnych fixujeme,
bude pribéh analogicky k exponencidlnimu modelu.
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Linearizovatelné modely

Logaritmicky inverzni model

Nelinedrni model

1

—b
Y,-:a(exi) , a,B1 >0, i=1,...,n,

Ize logaritmovanim pfevést na model linedrni v parametrech

1
|n%:/BO_/BIY) i:17"'7n7

1

kde 5o = Ina.
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Linearizovatelné modely

Vlevo logaritmicky inverzni model v nelinedrni formé (o = 0,5, 51 = 1,32),
vpravo detail.
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Nelinedrni modely

Ndsledujici modely nelze linearizovat, pro odhad jejich parametrii je nutno
pouZit specidlni postupy &i obecné metody odhadii v nelinearnich
modelech.

Modifikovany exponencialni model
Yi=Bo+ /By, B2>0, i=1,....n

Parametr By odpovidd asymptotické trovni, kam regresni funkce roste
(81 < 0), pop¥. klesa (51 > 0).
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Nelinedrni modely

B I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70 80
X X

Modifikovany exponencialni model. Na levém grafu 8g =5, 1 = —4 a

B> = 0,95; na pravém grafu g =2, 61 =4 a $» = 0,95.
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Nelinedrni modely

Logisticky model

Tento model je rozsitenim modifikovaného exponencidlniho modelu o
inflexni bod.

Bo

\/izi_v /307B2>O7 i:1>"'7n7
1+ 51 ?’
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Nelinedrni modely

Logisticky model (5o = 5, /1 = 10, 82 = 0,85).
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Nelinedrni modely

Gompertzova kFivka
Xi .
Y; = ePth% 5,50, i=1,...,n.

Podobna jako logisticky model, jen inflexni bod je umistén jinym
zplisobem.
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Nelinedrni modely

0 10 20 30 40 50 60

Gompertzova k¥ivka (5o = 3,4, 1 = —3,91, 5> = 0,85).
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Typy datovych soubori

@ Prifezova data (viz ndhodné vybgry)
e pozorovani mnoha jevi v jednom &asovém okamZiku.

@ Casové fady
e pozorovani jednoho jevu p¥es nékolik ¢asovych obdobi.

© Panelova data
e pozorovani mnoha jevl po nékolik ¢asovych obdobi.
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Regresni analyza
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Regresni analyza

Regresni analyza je oznadeni statistickych metod, pomoci nichZ
odhadujeme hodnotu jisté nahodné veli¢iny (tzv. zavisle promé&nné,
vysvétlované prom&nné) na zaklad& znalosti jinych veli€in (tzv. nezdvisle

promé&nnych, vysv&tlujicich promé&nnych).

Y = (X, X ..., Xk)

5.-7. 8. 2015 41 / 152
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Jednorozmérnad regresni analyza

Jednorozmérnd regresni analyza je vyuZivana ke studiu vztahu mezi dvémi
promé&nnymi:
Y = f(X).
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Vicerozmérna regresni analyza

Vicerozmérna regresni analyza je vyuZivana ke studiu vztahu mezi zavisle
promé&nnou a dvémi &i vice nezdvisle proménnymi:

Y = f(X1, X, ..., Xe).
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Odhad parametrii
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Odhad parametri(i regresniho modelu

Snahou je na zdklad& datového souboru a vyrovndvacich kritérii odhadnout
parametry 5o, 31, - .., Bk teoretického regresniho modelu

Y = f(X]-J"'7Xk7607ﬁla'”75k)+6‘

David Hampel (USOV MENDELU) Z3klady linedrni regrese 5.-7. 8. 2015 45 / 152



Odhad parametri(i regresniho modelu

Pokud do funkéniho vztahu dosadime za parametry Bo, B1, - - -, Bk jejich
odhady Bo, B1, ..., Bk, dostaneme odhad Y

Y = f(X1,..., X, Bo, B1, -, Br)

ziskany na zaklad€ modelu

Y:f(Xlﬂ"'7Xk)60a513--'7ﬁk)+6
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Metoda nejmensich &tvercl (OLS)

@ OLS je nejrozsitengj$i metoda odhadu parametri teoretického modelu.

@ Tato metoda je zaloZena na minimalizaci sumy ¢tvercd rozdild mezi
ptvodnimi hodnotami vysvétlované promé&nné a jejimi odhadnutymi
hodnotami

David Hampel (USOV MENDELU) Z3klady linedrni regrese 5.-7. 8. 2015 47 / 152



Metoda nejmensich ¢tverci

@ Rozdil mezi empirickou hodnotou a teoretickou hodnotou
e =Y =Y,
nazveme reziduum.

@ OLS je tak zaloZena na minimalizaci sumy &tvercil rezidui:

n

Z(e,-)2 — min.

i=1
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

Nasim cilem je minimalizace vyrazu @, tedy
n
Q:Z(Y;— Y,-)2Hmin.
i=1

Minimalizaci mZeme provést pomoci techniky zndmé z matematické
analyzy — nejedna se o nic jiného neZz o hledani extrému funkce jedné i
vice proménnych:

e Vypo&teme parcidlni derivace podle viech prom&nnych (zde
parametril).

@ Parcidlni derivace polozime rovny 0.

@ 7 téchto rovnic utvofime soustavu rovnic, kterou vyfe$ime.
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

P¥iklad:
Yi=Bo+ B Xi+e, i=1,...,n
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

@ Teoreticky jednorozmérny regresni model (nap¥. linedrni funkeni tvar):
\/i:BO‘f’BlXi‘i_ﬁh i:]-a"'vn'
@ Tento model miZeme odhadnout jako

\A/i:BO‘FBlXia i:]-a"'an'
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

Minimalizujeme sumu &tvercl rezidui:

Po dosazeni \A/, = BAO + BlX,-, i=1,...,n dostaneme

Q=" (Yi—Fo—BiX)>.

i=1

David Hampel (USOV MENDELU) Z3klady linedrni regrese

5.-7. 8. 2015

52 /



Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

Nasim cilem je minimalizace vyrazu Q, tedy

Q=Y (Yi—Bo— $1X)> = min.
i=1

P¥ipomenme:
e Vypo&teme parcidlni derivace podle viech prom&nnych (zde
parametr(i).
o Parcidlni derivace polozime rovny 0.

@ Z téchto rovnic utvofime soustavu rovnic, kterou vyresime.
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

V nasem pfipadé:

0Q n A N
o 2 i§1(Yi — Bo — B Xi) - (—1)
a
aQ — . . A A N. (X
aﬁl =2 ;_l(yl - 50 - /lel) ( XI)
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

V nasem pfipadé:

2) (Yi—fo— X)) (1) =0
i—1

2> (Yi— Bo— BiXi) - (=X:) =0

i=1
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Odhad jednorozmérného regresniho modelu pomoci

metody OLS

ZY,‘ = n30+312Xi
i—1 i—1

S VXi=5> Xi+ By X
i=1 i=1 i=1
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Maticovy zapis modelu vicendsobné regrese

Model vicenasobné regrese mizeme vyjad¥it jako
Y =X0 + ¢,
kde:
Y — ndhodny vektor pozorovani zavisle promé&nné;
X — matice pozorovani nezdvisle proménnych typu (n, k + 1);
3 — vektor nezndmych parametr(;

€ — vektor ndhodnych chyb.
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Maticovy zapis modelu vicendsobné regrese

Y1 1 X X -+ Xa Bo €1
Y2 1 Xig Xoo oo Xi2 b1 €
: i R : : ' : 1
Yn 1 Xln X2n ce an Bk €n
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Maticovy zapis modelu vicendsobné regrese

@ Vektor parametr( regresniho modelu Ize pak odhadnout pomoci
vztahu

B =(XTX)"IXTy.
@ Odhad vhodné regresni funkce lze pak zapsat jako

Y = X8.
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Chybovy ¢€len
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Chybovy ¢len (ndhodna slozka)

Yi=Bo+ 5 Xi+e, i=1,...,n

@ Popisuje zdvislost vysvétlované proménné na nezndmych nebo
nepozorovanych proménnych a popisuje i vliv ndhody.

@ Nelze ji funk&né vyjadfit.
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Divody zapojeni chybového ¢&lenu

@ Opomenuty vlivy nezdvisle prom&nnych na Y v regresni rovnici.

@ Chyby méfeni v modelu.
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Vyuziti odhadu ¢

@ Odhadem ndhodné slozky ¢;, i =1,..., n konkrétniho modelu jsou
rezidua e;, i=1,...,n.

@ Analyza rezidui miZe pomoci ové¥it, zda zvoleny model je pro data
vhodny ¢i ne.

@ Graf rezidui miZe orienta&né ukdzat zanedbanou funkéni formu
vysvétlujici proménné.
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Vyuziti odhadu chybového ¢lenu

Data modelovana adekvdtné pomoci polynomu 2. stupné.
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Vyuziti odhadu chybového ¢lenu

Data modelovana pomoci pfimky. Rozdil neni na prvni pohled p¥ili§ vidét.
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Vyuziti odhadu chybového ¢lenu

Graf rezidui modelu s pfimkou ukazuje, Ze rezidua se shlukuji do tvaru
paraboly, kterd byla v tomto modelu zanedbana.
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Vyuziti odhadu vého ¢lenu

@ Graf rezidui testuje vhodnost &i dostate¢nost modelu pouze
orientacné.

@ Rezidua by teoreticky méla byt ndhodné rozloZena kolem nulové
hodnoty.

@ V dal3im uvedeme testy parametri i celého modelu pro exaktng&jsi
posouzeni.
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Dodate¢né podminky

E(e)=0 var (€) = o°l

e ~ N(0,0°1)
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Dodate¢né podminky

Matice X je plné hodnosti, coZ znamena,

e matice XX je regularni.

David Hampel (USOV MENDELU) Z3klady linedrni regrese



Testy hypotéz o jednom parametru
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Rozdé&leni pravdépodobnosti v regresnim modelu

Y ~ N(XB,°l)

B~ N(B,o*(XTX)™)
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Rozdé&leni pravdépodobnosti v regresnim modelu

@ Odhad B je nestrannym odhadem (.

e Rozptyly odhadu /3 jsou na diagonale matice o?(XTX)~1.
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Oboustranny interval spolehlivosti pro regresni parametr

(Bi — SE(Bi)t1—as2(n — p); Bi + SE(Bi)ti_as2(n — p))

Smérodatna chyba odhadu parametru ;:

A RSS
SE(pi) = rphi+1,i+1

P¥ipomerfime: n je polet pozorovani, p je potet parametrii modelu.

H=(X"X)"!
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Testovani hypotéz o jednom regresnim parametru

@ Tento test se obvykle oznaluje jako t-test.

@ Vétsinou pouzivan pro testovani vyznamnosti regresniho parametru v
modelu.

@ Obecn& miZe byt pouZit k testovani hypotézy, Ze je skutedny regresni
parametr roven konkrétnimu redlnému &islu.
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Testovani hypotéz o jednom regresnim parametru

TIZIBI._AC iI=0,...,p
SE(Bi)
A RSS
SE(fi) = - i+1,i+1
H=(X"X)"!
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Testovani hypotéz o jednom regresnim parametru

@ Oboustranna alternativa:

Ho:B8i=c Hi:Bi#c

W = (—00; —t1_a/2(n — p)) U(ti_a/2(n — p); o0)

@ Levostranna alternativa:

Ho:Bi=c Hy:Bi<c

W = (—o0; —ti—a(n — p))
@ Pravostrannd alternativa:

Ho:Bi=c Hi:Bi>c

W = (ti—a(n — p); o0)
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Testovani hypotéz o jednom regresnim parametru

@ T-test netestuje v&cnou spravnost zafazeni vysvétlujici proménné do
modelu.

@ T-test neidentifikuje v&cnou dileZitost vysvétlujici prom&nné.
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Testovani hypotéz o jednom regresnim parametru

Test vyznamnosti:

@ oboustranny test s ¢ = 0;

@ testuje, zda by odpovidajici proménna v modelu byt méla, &i nikoliv
(nelze oviem pouzivat samostatn& ani automaticky!);

o testovd statistika se zjednodusi:
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Analyza rozptylu
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Analyza rozptylu

Celkovy soucet ¢&tvercil

7SS =Y (Yi-V)?
i=1

Regresni soucet Etvercl

no. N2
Ess=3 (Vi V)
i=1
Rezidudlni soucet Etvercl

Rss =3 (Vi)
i=1
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Analyza rozptylu

SS | Stupné& volnosti | MS F
_ ESS | ESS/(p—1)
Regrese | ESS p—1 51 | RSS/(n=p)
Rezidua | RSS n—p 55/53
Celkem | TSS n—1

SS — suma &tverci
MS — priimé&rny &tverec
p — pocet regresnich parametri

n — podet pozorovani
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Analyza rozptylu

ESS/(p—1)
Ho:B1=02=" =Bk =
H: : nonHg
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Analyza rozptylu

SS | Stupné& volnosti | MS | p-hodnota
Regrese | ESS p—1 % p-hodnota
Rezidua | RSS n—p s
Celkem | TSS n—1

p-hodnota < a: Hy zamitam

p-hodnota > «a: Hy nemiZu zamitnout
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Analyza rozptylu

Rozklad ¢tvercu:

S (- = 2L (B-¥) S (v 9
TSS = ESS + RSS

Vztah mezi stupni volnosti:

DFceI:DFreg+DFrez
n—1=(p—1)+(n—p)
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Priklad

V tabulce jsou uvedeny zisky [tis. K&] spole¢nosti nabizejici venkovni
bazény v letech 1991 az 2009, déle kalendd¥ni rok, maximalni ro¢ni teplota
[°C] a celkové doba [hod] reklamy v televizi.

Lze z t&chto dat usoudit, Ze zisky jsou ovliviiovany uvedenymi prediktory?

(PYevzato z Budikovd, Kralova, Maros: Privodce zakladnimi statistickymi
metodami, Grada 2010; upraveno a dopln&no.)
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Priklad

Zisk Rok | Teplota | Reklama Zisk Rok | Teplota | Reklama
17504 | 1991 34,9 0,0 18287 | 2001 35,3 6,5
18971 | 1992 35,8 3,6 20111 | 2002 34,8 6,5
20121 | 1993 35,0 6,8 17890 | 2003 36,8 7,2
19420 | 1994 36,0 5,9 19864 | 2004 32,5 7,0
19563 | 1995 35,0 6,1 21408 | 2005 36,4 6,0
19996 | 1996 34,8 6,7 18244 | 2006 35,3 6,5
19635 | 1997 35,1 6,2 19884 | 2007 37,3 7.5
20219 | 1998 36,1 7,0 19910 | 2008 32,5 6,6
20287 | 1999 34,8 7,0 20588 | 2009 34,1 6,2
20111 | 2000 35,6 6.8
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Priklad

Zvolime o = 0,05. Pocet tdrovni je n = 19.

Potet regresoril je k = 3 a jsou to rok, teplota, reklama (v¢etné& konstanty
mame p = 4 parametry).

Oznad&ime:
e Y = zisk,

@ X11 = 199]_, -3 X191 = 2009,

@ X12 = 34,9, Sy X192 = 34,1,

@ x13=0,0,...,x193 =6,2.
Misto x1.1 = 1991, ..., x19,1 = 2009 miZeme také polozit
x1,1=1,...,x19,1 = 19, &imZ se pouze zméni odhad konstanty /3.
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Priklad

Odhadneme parametry modelu

k
Y,':ﬁojLZﬁjX,'ije,' pro i:].,...,lg.
j=1
Obdrzime:
zisk = —24255,9 — 1,18 rok —115,79 teplota +287,88 reklama
Koeficient | Smér. chyba | t-podil | p-hodnota
const 24255,9 05845,0 0,2531 | 0,8036
rok —1,18190 47,3632 | —0,0250 | 0,9804
teplota —115,791 185,261 —0,6250 | 0,5414
reklama 287,875 155,833 1,8473 | 0,0845
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Priklad

DF SS MS F p-hodnota
Regrese | 3 | 4,46084 -10° | 1,48695 -10° | 1,69756 | 10,2102

Rezidua | 15 | 1,3139 -10/ 875935
Celek 18 | 1,75999 -107

W = (Fi—a(p—1,n— p);00) = (Fo,05(3,15); 00) = (3,2874; c0)
F ¢ W = Nevyznamnost modelu nezamitam.

p-hodnota > a = Nevyznamnost modelu nezamitam.
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P¥iklad — parovy koeficient korelace

zisk rok | teplota | reklama
1,0000 | 0,2775 | —0,1269 | 0,4831 | zisk
1,0000 | —0,1690 | 0,5298 | rok
1,0000 | 0,0304 | teplota
1,0000 | reklama
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Priklad

zisk = 21869,5 —114,781 teplota +285,763 reklama

Koeficient | Smér. chyba | t-podil | p-hodnota
const 21869,5 6183,98 3,56365 | 0,0027
teplota | —114,781 | 175,052 —0,6557 | 0,5213
reklama 285,763 | 126,708 2,2553 | 0,0385

p-hodnota F-testu: 0,096510
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Priklad

zisk = 17848,9 4-283,236 reklama

Koeficient | Smér. chyba | t-podil | p-hodnota
const 17848,9 787,785 22,6571 | 0,0000
reklama 283,236 | 124,508 2,2748 | 0,0362

p-hodnota F-testu: 0,036155
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OvéFeni kvality modelu
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Koeficient determinace

Dal8im kriteriem pro posouzeni kvality modelu miize byt koeficient
determinace.

@ Informace koncentrovana do jednoho &isla.
o MiiZe nabyvat hodnot od 0 do 1.
e Hodnoty blizké 1: model vyhovuje.
e Hodnoty blizké 0: model nevyhovuje.
@ Jednoduchy vypocet.
@ Nezahrnuje pocet vysvétlujicich proménnych, s p¥idanim dalsi

vysvétlujici promé&nné roste — to neni vZdy Zadouci.

»_ESS . RSS
T TS5 TSs
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P¥eparametrizovani modelu

o P¥idanim dalSich a dalSich vysvétlujicich promé&nnych se zlepsi nékterd
kriteria hodnotici model (nap¥. index determinace).

o P¥ilis mnoho vysvétlujicich proménnych ale miiZe byt na skodu:

Numerické problémy.

Neinterpretovatelnost.

o Neredlnd znaménka u odhadd parametrd.

NepouZitelnost v praxi (nap¥. pro predikce).
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P¥eparametrizovani modelu

David Hampel (USOV MENDELU) Z3klady linedrni regrese 5.-7. 8. 2015 96 / 152



P¥eparametrizovani modelu

A
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P¥eparametrizovani modelu

N N\ N |

AN I
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P¥eparametrizovani modelu

o Model je ,trénovdn" na dostupnych datech, ale pro odhad budoucich
hodnot nebo viibec pro pouZitelnost modelu s naméfenymi budoucimi
daty je zddouci, aby model zachycoval hlavni smér vyvoje, nikoliv
jednotliva ndhodnéa vychyleni.

@ Zasadou je, zZe poet pozorovdni n je mnohem vé&tsi neZ polet
parametrl (vysvétlujicich promé&nnych) p.

@ Proto byla odvozena kriteria, kterd pocet vysvétlujicich proménnych
zachycuji.
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Korigovany koeficient determinace

Informace koncentrovana do jednoho ¢&isla.

@ MiiZe nabyvat hodnot od 0 do 1.

e Hodnoty blizké 1: model vyhovuje.

e Hodnoty blizké 0: model nevyhovuje.

Jednoduchy vypocet.

Zahrnuje poclet vysvétlujicich proménnych.
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Korigovany koeficient determinace

Pro model
Y = Bo+ 1 X1+ BoXo + ... + Bi Xk + &,

kde p = k + 1, dostaneme
n—1

52 P2
RE=1- (1R —.
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Informaéni kriteria

@ Informadni kriteria slouZi zejména k porovnani vice modell se stejnou
vysvétlovanou promé&nnou a riiznymi vysvétlujicimi promé&nnymi.

@ Jejich hodnota neni omezena.

o Jako nejlepsi model vybereme ten, ktery bude mit nejmensi hodnotu
informa&niho kriteria (plati pro kriteria zde uvedend).

@ Riizna kriteria mohou doporudit jiné modely, v tom p¥ipad€ je tfeba
podrobit modely vybrané rliznymi kritérii podrobngjsi analyze.
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Akaikeho informaéni kritérium

Piavodni verze:

AIC = 2k + n[In(2rRSS /n) + 1]

Po Gpravach:
AIC =2k + nIn(27) + nIn(RSS) — nin(n) + n
Vybereme pouze slozky z3vislé na poétu proménnych:

AIC =2k + nIn(RSS)
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Schwarzovo (Bayesovské) informacni kritérium

RSS

n

SIC = BIC = nln ( ) + klIn(n)
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Hannanovo-Quinnovo informaéni kriterium

HQC = nln <R§5> + 2kInlIn(n)
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Interval a pas spolehlivosti pro model
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Interval spolehlivosti pro regresni model

@ TézZ predikéni interval spolehlivosti.

@ Je to interval, ve kterém se s vysokou pravdépodobnosti (1 — «) bude
vyskytovat regresni model s teoretickymi parametry.

@ Obecné& pouZivany vzorec:

(V= SE(¥)t1-ajoln—p): ¥ + SE(V)ts_ayan — p))
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Interval spolehlivosti pro regresni model

Standardni chyba

SE(S\/,) = mij;
mj; je diagondlni prvek matice

M= X(XTX)"IxT

David Hampel (USOV MENDELU) Z3klady linedrni regrese 5.-7. 8. 2015 108 / 152



Interval spolehlivosti pro regresni model

Interval spolehlivosti pro regresni model
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Pds spolehlivosti pro regresni model

@ Je to plocha, v niZ se za pfedpokladu vyhovujiciho modelu s vysokou
pravdé&podobnosti (1 — «) budou vyskytovat napozorované hodnoty.
@ PYesny vzorec:

(f’— fsser(SE( i))’ti—aje(n = p);

Vo 25 (SE(T)R a/z(n—p)>.

o P¥iblizny vzorec:

o RSS | RSS
(Y_ n— ptl a/2(n_p) Y+ ptl a/2(n_p)> :

@ Pas spolehlivosti, atkoliv na grafu vypada podobné jako interval
spolehlivosti pro model, ma zcela jinou interpretaci.
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Pds spolehlivosti pro regresni model

Pas spolehlivosti kolem regresniho modelu
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Klasicky linearni model
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@ Odhady a testy vztahujici se k linedrni regresi vykazuji za splnénfi
uréitych predpokladii velmi dobré vlastnosti.

o Ptedpoklady kladené na regresi je nutno ovéfovat, a to zejména
statistickymi testy.

@ S né&kterymi ptfedpoklady jsme se jiZ seznamili, dalsi uvedeme &i
precizujeme nyni.
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Klasicky linearni model

Y1 1 X X -+ Xa Bo €1
Y2 1 Xig Xoo oo Xi2 b1 €

: i R : : ' : 1
Yn 1 Xln X2n ce an Bk €n
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Ptredpoklady klasického linearniho regresniho modelu

@ Jedna se o predpoklady, pfi jejichz splnéni je odhad parametrii
metodou nejmensich ¢tverci povaZovan za nejleps$i mozny.

@ Odhady parametrii dané metodou nejmensich ¢tverci pak maji
»dobré" vlastnosti:

@ jsou nestranné;
e jsou maximaln& vydatné;
e jsou konzistentni;

e jsou normalné& rozdélené.
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Ptredpoklady klasického linearniho regresniho modelu

I. Regresni model je linedrni v parametrech, je spravné specifikovédn a
ma aditivn& pt¥ipojen chybovy &len.

[1. Chybovy ¢len ma nulovou stfedni hodnotu.
[1l. V8echny vysvétlujici proménné jsou nekorelované s chybovym &lenem.

IV. Pozorovani chybového &lenu nejsou korelovana se sebou samymi
(nedochazi k autokorelaci chybového &lenu).
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Ptredpoklady klasického linearniho regresniho modelu

V. Chybovy &len ma konstantni rozptyl (homoskedasticita chybového
¢lenu).

VI. Zadna vysvétlujici promé&nnd neni linedrni kombinaci jiné vysvétlujici
prom&nné (nedochazi k perfektni multikolinearit&).

VII. Chybovy &len je normalné rozdélen.

P¥edpoklad VII je volitelny, ale obvykle je zahrnut.
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Ptredpoklady klasického linearniho regresniho modelu

@ Chybovy ¢len spliiujici predpoklady I. aZ V. je nazyvan klasicky
chybovy &len.

@ V pfipadé pfidani a splnéni sedmého predpokladu je chybovy &len
nazyvan klasickym normalnim chybovym &lenem.
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Klasicky predpoklad I.

Regresni model je linedrni v parametrech, je spravné specifikovan a ma
aditivné pfipojen chybovy ¢len.

@ Regresni model linedrni v parametrech:
Yi=Bo+ BiXui+ -+ BeXui + €
@ Regresni model s aditivné p¥ipojenym chybovym &lenem:
Y =f(X1,..., Xk, B0, P1, -, Bk) + €.

@ Pokud neni splnéno, nékdy mozno upravit:

Xy X
Yi=Fo- BV B e

InY; =InBg+ XiiInB1 4+ -+ Xy In Bi + Ine;
InY; = ap + Xyjon + -+ + Xyjak +vj
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Klasicky predpoklad I.

Spravna specifikace modelu:
@ vybé&r vhodnych vysvétlujicich proménnych;
@ vybér vhodné funkéni formy.

Chyby specifikace:

@ opomenutad proménna;
@ nadbyte¢nd proménng;

@ chybné zvolend funkéni forma.
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Klasicky predpoklad I. — Opomenuta proménna

@ Opomenutd promé&nna je definovana jako dileZitd vysvé&tlujici
promé&nna (nezavisle promé&nnd), kterad je v regresnim modelu
vynechana.

@ Opomenutd promé&nnd zpisobuje vychyleni odhadnutych parametri
modelu (specifikani vychyleni), tj.

E(B) # B.
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Klasicky predpoklad |. — Nadbyte¢nd proménna

o Nadbyte¢nd proménna je definovdna jako vysvétlujici proménnd v
modelu, kterd v8ak do modelu nepat¥i.

o P¥idani nadbytetné proménné do modelu nezpiisobuje vychyleni, ale
zvy$uje variabilitu parametrd zahrnutych v modelu.
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Umé&la (dummy) prom&nna

@ Proménnd, kterd nabyvd pouze dvou hodnot (obvykle nula nebo
jedna).

@ V nékterych pt¥ipadech je potfeba do modelu zafadit i slovni znaky,
které je nutné prevést na kvantitativni znaky, nap¥. pohlavi:

David Hampel (USOV MENDELU)
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Metody pfidavani nezavisle proménny

@ Velmi ¢asto jsou pfi hleddni optimdlni podmnoziny vysvétlujicich
proménnych vyuZivdny metody tzv. postupného vyb&ru regresort (tzv.
sekven&ni metody), jejichZ reprezentanty jsou:

e vzestupny vyb&r (forward selection);

o sestupny vyb&r (backward selection);

o krokova (schodovitd) regrese (stepwise regression).
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Metody pfidavani nezavisle proménny

Vzestupny vyb&r (forward selection)

@ Metoda probiha v né&kolika krocich, kdy se k absolutnimu ¢&lenu
postupné p¥idava takova promé&nna, ktera:

e ma nejvétsi prispévek k vysvétleni variability zavisle promé&nné,;
e je zdroven statisticky vyznamna.

@ Problémy zpisobuje multikolinearita vysvé&tlujicich prom&nnych (viz
dal3i prednasky).
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Metody pfidavani nezavisle proménny

Sestupny vyb&r (backward selection)

@ Zatina se s modelem, ve kterém jsou zafazeny vSechny potencidlni
vysvétlujici proménné.
@ Nasledné se model redukuje o ty vysvétlujici proménné, které:
e nejméné prispivaji k vysvétleni variability zdvisle proménné;

e jsou statisticky nevyznamné.
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Metody pfidavani nezavisle proménny

Krokova regrese (stepwise regression)

@ Kombinace dvou pfedchozich metod.

@ Metoda reaguje na skutecnost, Ze v uréitém kroku mize klesnout vliv
nékteré vysvétlujici promé&nné, kterd jiZ byla do modelu zafazena a
takova proménna se musi z modelu vy¥adit.

@ Postup konéi, pokud do modelu nelze Zadnou dal$i proménnou zafadit
ani z modelu Zadnou vyloudit.
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Volba funkéni formy

Rozeznavame

@ modely linedrni v parametrech;

@ modely nelinedrni v parametrech, avsak transformovatelné na modely
linedrni v parametrech (linearizovatelné modely);

@ modely nelinedrni v parametrech.
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménny

DalezZita specifikaéni kritéria
1. Teorie: Je navrhovand proménn3 relevantni?

2. Statisticky test: Je parametr navrhované promé&nné statisticky
vyznamny v olekdvaném sméru?

3. Korigovany koeficient determinace: Zvysi se zafazenim navrhované
prom&nné hodnota R??

4. Vychyleni: Zménf se signifikantné ostatni parametry modelu po
pfidani navrhované promé&nné do modelu?
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Daldi specifika&ni kritéria:
o Testy specifikace:
o RESET test,

o testy zaloZené na Lagrangeovych multiplikdtorech.

@ Informaéni kritéria:

o Akaikeho informagni kritérium (AIC);
e Schwarzovo (Bayesovské) informa&ni kritérium (SIC, BIC);

e Hannan-Quinnovo informa&ni kritérium (HQC).
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Pokud do funkéniho vztahu dosadime za parametry Bo, B1, - - -, Bk jejich
odhady Bo, B1, ..., Bk, dostaneme odhad Y

Y = f(X1,..., X, Bo, B1, -, Br)

ziskany na zaklad€ modelu

Y:f(Xlﬂ"'7Xk)60a513--'7ﬁk)+6
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

o Teoreticky regresni model (nap¥. linedrni funk&ni tvar):
\/i:ﬁ0+5lxi+€ia i:]-a'”an'
@ Tento model mizeme odhadnout jako

S\/,':Bo—{—ﬁ,\lx,', i:].,...,n.
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

RESET test

@ Test chyb specifikace modelu zaloZeny na p¥idani ¥2a ¥3do
pivodniho modelu.

Yi = Bo+ 1 Xy, + -+ BuXi,i + €

@ Pomocny model

”2 ~3
Yi=Bo+ X+ + BuXui + Bry1,iYi + Bry2,iYi +vi
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

RESET test

@ Hypotézy: Hy: model je spravné specifikovan, Hi: model neni spravné
specifikovan.

@ Testovaci statistika:
R2—R2
2
1-R2 "’
n—k—3

kde Rg je koeficient determinace piivodniho modelu a R? je koeficient
determinace pomocného modelu

52 ~3
Yi=Po+ briXri+ -+ BiXii + B, Vi + Brg2,iYi +vi

o Kriticky obor:
W= (Fi—a(2,n— k —3),00)
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménny

Test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikatorech
@ zaloZen na pomocném regresnim modelu, kde vysvétlovanou
proménnou jsou rezidua pdvodniho modelu a vysvétlujicimi

promé&nnymi vysvétlujici prom&nné pivodniho modelu plus:

a) &tverce vysvétlujicich promé&nnych;

b) logaritmy vysvétlujicich prom&nnych.
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikdtorech

@ Pivodni model:
Yi=0Bo+ 1 Xii+ -+ B Xik+e, i=1...,n

@ Odhadneme parametry, pomoci nich \A’, a nakonec ¢ = Y; — \A/,

@ Pomocny model:

a)
e = Bo+ BiXi1+ 4 BiXik + Besa X+ 4 B X

b)
e = fo+ P1Xi1+ -+ BiXik + Brr1 In(Xi1) + -+ + Biyw In(Xi k)

e Vypotteme koeficient determinace R2.
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikatorech

e Hypotézy:

Hp: model je spravné specifikovan, H;: model neni spravné
specifikovan.

@ Testovaci statistika:
nR?

o Kriticky obor:
W = (xI_q(k), 0)
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikatorech — jedna proménna

@ Plvodni model:
Yi=0Fo+ i Xi+e, i=1,....n
o Odhadneme parametry, pomoci nich Y; a nakonec e; = Y; — Y.

@ Pomocny model:
ei:BO+B1Xi+/B2Xi2+53Xi37 izl)"'?”

e Vypotteme koeficient determinace R?.
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Klasicky predpoklad |. — Vybér vysvétlujicich proménnych

Test zaloZeny na Lagrangeovych multiplikatorech — jedna proménna
@ Hypotézy: Hp: model je spravné specifikovan, Hi: model neni spravné
specifikovan.

@ Testovaci statistika:
nR?

o Kriticky obor:
W = (xi_a(2),0)
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Klasicky predpoklad |. — Analyza dat ,,naslepo”

Pro 4 rzné sady dat plati:

Popisné charakteristiky

Proménnd | n | Primér | Sm. odch.

X 11 9,00 3,32

y 11 7,50 2,03

Vysledky linedrni regrese — zavislost y na x
Bi SE(B;) | T | p-hodnota

Konstanta 3,00 1,125 | 2,67 0,026
X 0,50 0,118 | 4,24 0,002
Rovnice regresni p¥imky: y = 3,00 4 5,00x ‘
Koeficient determinace RZ: 0,67
Korelaéni koeficient: 0,82
Smérodatnd odchylka rezidui: 1,24
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Klasicky predpoklad |. — Analyza dat ,,naslepo”

David

1 versus x1 (with least squares fit

2 versus X2 (with least squares fit)
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Klasicky predpoklad II.

@ Chybovy €len ma nulovou st¥edni hodnotu.
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Klasicky predpoklad Ill.

@ VZechny vysvétlujici proménné jsou nekorelované s chybovym &lenem.

@ Jestlize jsou chybovy &len a vysvétlujici proménné korelovany, pak
metoda nejmensich &tvercl chybné& prisoudi vysvétlujicim proménnym
&ast variability ve vysvétlované proménné, kterd viak pochazi z
chybového &lenu.
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Klasicky predpoklad IV.

@ Pozorovani chybového &lenu nejsou korelovana se sebou samymi, tj.
nedochazi k vyznamné autokorelaci.

@ Pokud existuje korelace mezi pozorovanimi chybového ¢&lenu, pak
dochdzi ke zvySeni variability odhadu parametri modelu.
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Klasicky predpoklad V.

@ Chybovy &len ma konstantni rozptyl, tj. je homoskedasticky.

@ Heteroskedasticita znamena, Ze se rozptyl (variabilita) rozdéleni
chybového &lenu v jednotlivych tdsecich pozorovani méni.
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Klasicky predpoklad V.
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Klasicky predpoklad V.
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Klasicky predpoklad VI.

@ Zadna vysvétlujici prom&nnd neni perfektni linedrni kombinaci jiné
vysvétlujici prom&nné — neexistuje perfektni (multi)kolinearita.

@ Perfektni kolinearita:
o stejné proménné;
o jedna proménna je linearni transformaci jiné proménné.

@ Problém ¢&ini i neperfektni kolinearita, pFipadné pokud jedna
z proménnych ma nulovou variabilitu.
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Klasicky predpoklad VII.

Chybovy €len je normalné rozdélen.

Divody pfidani tohoto predpokladu:

© Chybovy &len zahrnuje mnoho minoritnich vlivii (opomenuté
promé&nné) nebo chyb — v pfipad& rostouciho po&tu té&chto minoritnich
vlivli nebo chyb ma rozdéleni chybového &lenu tendenci konvergovat k
normalnimu rozdéleni — divodem je centrdIni limitni véta.

@ Jeho hlavni vyuZiti je p¥i testovani hypotéz, nebot bez spln&ni tohoto
predpokladu bude v&tSina testl (nap¥. t-test, F-test) neplatnd.
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Gaussova-Markovova véta

Necht jsou spln&ny klasické predpoklady I. aZ VI.

Pak odhad parametru f3; dany metodou nejmensich &tvercl ma minimalni
rozptyl mezi v8emi linedrnimi nevychylenymi odhady parametru g;,
i=0,1,2,... k.
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Gaussova-Markovova véta

@ Gaussova-Markovova véta je lépe zapamatovatelnd jako BLUE
(= Best Linear Unbiased Estimator).

@ Pokud pfidame predpoklad VII., pak Ize ukazat, Ze odhad parametru
dany metodou nejmensich &tvercl je tzv. BUE (= Best Unbiased
Estimator), tj. nejlepsi (maximaln& vydatny) nevychyleny odhad
parametrli ze viech moZnych odhadil (tj. nejen ze vdech linedrnich
odhadi).
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Priklad
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