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Motivace

Témě̌r každý statistický test vyžaduje splněńı určitých p̌redpokladů.

Normalita je častým p̌redpokladem použitelnosti celé řady test̊u.

Usuzovat na (ne)normalitu můžeme již na základě povahy
zpracovávaných dat.
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Grafické ově̌rováńı normality

Normalitu je možno p̌ribližně ově̌rovat s pomoćı diagnostických graf̊u.
Nejčastěji se použ́ıvá

histogram (viz Popisná statistika),

”
Normal Probability plot“ (N-P plot)

”
Quantile – Quantile plot“ (Q-Q plot) a

”
Probability – Probability plot“ (P-P plot).

Všechny tyto grafy jsou v současnosti standartńı výbavou statistických
programů.
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Normal Probability plot

N-P plot konstruujeme tak, že na vodorovnou osu vynáš́ıme uspǒrádané
hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n) a na svislou osu kvantily uαj , kde

αj =
3j − 1

3n + 1
.

Jsou-li některé hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n) stejné, pak za j bereme pr̊uměrné
pǒrad́ı odpov́ıdaj́ıćı takové skupince. Pocházej́ı-li data z normálńıho
rozděleńı, pak budou všechny dvojice (x(j), uαj ) ležet na p̌ŕımce.
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Quantile – Quantile plot

Q-Q plot konstruujeme tak, že na svislou osu vynáš́ıme uspǒrádané
hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n) a na vodorovnou osu kvantily Kαj (X ) vybraného
rozděleńı, kde

αj =
j − radj
n + nadj

,

kde radj a nadj jsou koriguj́ıćı faktory oba menš́ı než 0.5. Často se klade
radj = 0.375 a nadj = 0.25. Jsou-li některé hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n)

stejné, pak za j bereme pr̊uměrné pǒrad́ı odpov́ıdaj́ıćı takové skupince.
Pocházej́ı-li data z testovaného rozděleńı, pak budou všechny dvojice
(Kαj (X ), x(j)) ležet na p̌ŕımce.
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N-P plot a Q-Q plot – p̌ŕıklad

Desetkrát nezávisle na sobě byla změ̌rena jistá konstanta.

2 1.8 2.1 2.4 1.9 2.1 2 1.8 2.3 2.2

Je ťreba otestovat normalitu.

usp. hodnoty 1.8 1.8 1.9 2 2 2.1 2.1 2.2 2.3 2.4
pǒrad́ı 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
pr̊um. pǒrad́ı 1.5 1.5 3 4.5 4.5 6.5 6.5 8 9 10
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N-P plot a Q-Q plot – p̌ŕıklad

N-P plot

j = (1.5, 3, 4.5, 6.58910)

αj = 3j−1
3n+1 = (0.1129, 0.2581, 0.4032, 0.5968, 0.7419, 0.8387, 0.9355)

uαj = (−1.2112,−0.6493,−0.245, 0.245, 0.6493, 0.9892, 1.5179)
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N-P plot a Q-Q plot – p̌ŕıklad

Q-Q plot

j = (1.5, 3, 4.5, 6.58910)

αj = j−0.375
n+0.25 = (0.1098, 0.2561, 0.4024, 0.5976, 0.7439, 0.8415, 0.939)

Kαi (X ) = uαi = (−1.2278,−0.6554,−0.247, 0.247, 0.6554, 1.0005, 1.566)
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Probability – Probability plot

Spočtou se standardizované hodnoty

z(j) =
x(j) −m

s
, j = 1, . . . , n.

Na vodorovnou osu se vznesou hodnoty teoretické distribučńı funkce
Φ(z(j)) a na svislou osu hodnoty empirické distribučńı funkce F (z(j)) = j

n .
Jsou-li některé hodnoty x(1) ≤ · · · ≤ x(n) stejné, pak za j bereme pr̊uměrné
pǒrad́ı odpov́ıdaj́ıćı takové skupince. Pokud se body (Φ(z(j)),F (z(j))) řad́ı
kolem hlavńı diagonály čtverce [0, 1]× [0.1] lze usuzovat na dobrou shodu
empirického a teoretického rozděleńı.
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Histogram a N-P plot

Rozděleńı Normálńı rozděleńı Rozděleńı
s kladnou šikmost́ı se zápornou šikmost́ı

David Hampel (ÚSOV MENDELU) Ově̌rováńı normality 5.–7. 8. 2015 11 / 17



Testy normality

V daľśım si uvedeme několik test̊u, které umožňuj́ı testovat (nejen)
normalitu v́ıce exaktněji než vizuálńım zhodnoceńım grafu.
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Kolmogorov-Smirnov test

Testujeme hypotézu, že náhodný výběr pocháźı z rozděleńı s distribučńı
funkćı Φ(x). Necht’ Fn(x) je výběrová distribučńı funkce. Testovou
statistikou je statistika

Dn = sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− Φ(x)|.

Nulovou hypotézu zaḿıtneme na hladině významnosti α když
Dn ≥ Dn(α), kde Dn(α) je tabelovaná kritická hodnota. Pro n ≥ 30 lze
Dn(α) aproximovat výrazem √

1

2n
ln

2

α
.
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Kolmogorov-Smirnov test – p̌ŕıklad

Jsou dány hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoćı K-S testu zjistěte na hladině
významnosti 0.05, zda tato data pocházej́ı z normálńıho rozděleńı.

Odhadem sťredńı hodnoty je výběrový pr̊uměr m = 11, odhadem rozptylu
je výběrový rozptyl s2 = 10.

Hodnoty výběrové distribučńı funkce F (x):

1 x < 8 : F (x) = 0

2 8 ≤ x < 9 : F (x) = 1
5 = 0.2

3 9 ≤ x < 10 : F (x) = 2
5 = 0.4

4 10 ≤ x < 12 : F (x) = 3
5 = 0.6

5 12 ≤ x < 16 : F (x) = 4
5 = 0.8

6 x ≥ 16 : F (x) = 1
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Kolmogorov-Smirnov test – p̌ŕıklad

Jsou dány hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoćı K-S testu zjistěte na hladině
významnosti 0.05, zda tato data pocházej́ı z normálńıho rozděleńı.

Odhadem sťredńı hodnoty je výběrový pr̊uměr m = 11, odhadem rozptylu
je výběrový rozptyl s2 = 10.

Hodnoty teoretické distribučńı funkce ΦT (x):

1 ΦT (8) = Φ( 8−11√
10

) = 0.17106

2 ΦT (9) = Φ( 9−11√
10

) = 0.26435

3 ΦT (10) = Φ( 10−11√
10

) = 0.37448

4 ΦT (12) = Φ( 12−11√
10

) = 0.62552

5 ΦT (16) = Φ( 16−11√
10

) = 0.94295

(Φ je distribučńı funkce N(0, 1).)
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Kolmogorov-Smirnov test – p̌ŕıklad

Jsou dány hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoćı K-S testu zjistěte na hladině
významnosti 0.05, zda tato data pocházej́ı z normálńıho rozděleńı.

Odhadem sťredńı hodnoty je výběrový pr̊uměr m = 11, odhadem rozptylu
je výběrový rozptyl s2 = 10.

Rozd́ıly mezi ΦT (x) a F (x):

1 d1 = 0.2− 0.17106 = 0.02894

2 d2 = 0.4− 0.26435 = 0.13565

3 d3 = 0.6− 0.37448 = 0.22552

4 d4 = 0.8− 0.62552 = 0.17448

5 d5 = 1− 0.94295 = 0.05705
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Kolmogorov-Smirnov test – p̌ŕıklad

Jsou dány hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoćı K-S testu zjistěte na hladině
významnosti 0.05, zda tato data pocházej́ı z normálńıho rozděleńı.

Odhadem sťredńı hodnoty je výběrový pr̊uměr m = 11, odhadem rozptylu
je výběrový rozptyl s2 = 10.

Testová statistika

D5 = 0.22552

je menš́ı než kritická hodnota 0.343, hypotézu o normalitě na hladině
významnosti 0.05 nezaḿıtáme.
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Shapiro-Wilk test

Tento test je určen pro testováńı normality. Je založen na zjǐstěńı, zda
body v Q-Q plotu jsou výrazně odlǐsné od regresńı p̌ŕımky proložené
těmito body. Použ́ıvá se p̌redevš́ım pro výběry menš́ıch rozsahů, n < 50.
Testové kriterium je dáno jako

W =

(∑n
i=1 aix(i)

)2∑n
i=1(xi − x)2

,

kde

(a1, . . . , an) =
m>V−1

(m>V−1V−1m)1/2
,

m = (m1, . . . ,mn)> je sťredńı hodnota a V kovariančńı matice
pǒradových statistik. Hypotézu o normalitě zaḿıtáme, když bude W p̌ŕılǐs
malé.
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Testy normality založené na šikmosti a špičatosti

Pokud je statistika

U3 =
a3

6(n−2)
(n+1)(n+3)

,

kde a3 je šikmost, věťśı než kvantil uα/2, normalitu zaḿıtáme ve
prospěch asymetrie.

Pokud je statistika

U4 =
a4 − (3− 6

n−1 )
24n(n−2)(n−3)

(n+1)2(n+3)(n+5)

,

kde a4 je špičatost, věťśı než kvantil uα/2, normalitu zaḿıtáme ve
prospěch v́ıce či méně špičatého rozděleńı.

Oba testy jsou vhodné pro rozsáhlé výběry (n > 200 pop̌r. n > 500).
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Testy dobré shody

Testujeme hypotézu, že náhodný výběr pocháźı z rozděleńı s distribučńı
funkćı Φ(x).

Urč́ıme r ťŕıd́ıćıch interval̊u a spočteme, kolik hodnot je v každém
intervalu - ni .

Spočteme teoretické pravděpodobnosti pi , že náhodná veličina X s
distribučńı funkćı Φ(x) se bude realizovat v těchto intervalech.

Spočteme hodnotu testové statistiky

K =
r∑

j=1

(nj − npj)
2

npj
.

Pokud vyjde K ≥ χ2
1−α(r − 1− p) (p je počet odhadovaných

parametr̊u zkoumaného rozděleńı), hypotézu o normalitě zaḿıtáme.
Výsledky testu se považuj́ı za věrohodné, pokud npj ≥ 5 ∀j .
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