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@ V urditych pfipadech je mdme za tkol rozhodnout o rovnosti t¥i a vice
stfednich hodnot.

@ Pro analyzu je t¥eba splnit urcité predpoklady.

@ Nakonec je Zadouci zjistit, které konkrétni stfedni hodnoty se od sebe
lisi.
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Ptredpoklady a oznaceni

@ Jednofaktorovd analyza rozptylu — téZ analyza rozptylu jednoduchého
t¥idéni (ONEWAY, specialni p¥ipad vicefaktorové analyzy rozptylu
ANOVA) zkoum3 zévislost intervalové &i pomé&rové proménné X na
nomindlni promé&nné A, kterd ma aspori dvé varianty.

@ Proménnd A se nazyva faktor a jeji varianty drovné faktoru.

@ Zavislost X na A se projevi tim, Ze existuje statisticky vyznamny
rozdil v primérech promé&nné X v ndhodnych vybérech, které vznikly
t¥idénim podle variant proménné A.
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Ptredpoklady a oznaceni

@ Metodu ANOVA odvodil R. A. Fisher ve 30. letech 20. stoleti.

o Jeji podstata spocivd v tom, Ze celkovy rozptyl sledované promé&nné X
se rozlozi na rozptyl uvnitf jednotlivych vybéri a na rozptyl mezi
vybéry.

@ Pokud je rozptyl mezi vyb&ry nepravdépodobné velky, svéd&i to
o vyznamném vlivu faktoru A.
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Ptredpoklady a oznaceni

o Ptedpokladame, Ze faktor A ma r > 2 drovni Ay, ..., A,, pfitemzZ i-té
rovni odpovida n; pozorovani X1, ..., Xi,,, kterd tvofi ndhodny
vybér z normalniho rozloZeni N (,u,-,az), i=1,...,r.

o Celkovy potet pozorovéni je n = > _; nj.

@ Jednotlivé ndhodné vybéry jsou stochasticky nezavislé.
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Ptredpoklady a oznaceni

Pomoci te¢kové notace oznalujeme soulet hodnot v i-tém vybéru

n;
Xi. = Z Xl_ja
=1

vybérovy primér v i-tém vybé&ru

soutet hodnot vSech vybéri

X.=> 3" X;

i=1 j=1
a celkovy priimér vsech r vybérii
1
M ==X
n
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Matemati model

Ndhodné veli¢iny Xj; se fidi modelem

Xj=pi+tej=p+aj+e; pro i=1....r,j=1...,n;,

@ pficemZ p je spoletnd &ast stfedni hodnoty zavisle proménné velic¢iny
X,

@ «; je efekt faktoru A na drovni A;,

@ ¢jj jsou stochasticky nezdvislé ndhodné veliCiny s rozdélenim
N (0,02).
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Matematicky model

o Parametry p, a; nezndme.

@ Pozadujeme, aby platila tzv. reparametrizaéni rovnice

r
E njo; = 0.
i=1

o Pokud je tfidéni vyvazené, tj. pokud maji v8echny vybéry stejny
rozsah n; = ny = ... = n,, pak Ize pouZzit zjednoduenou podminku

i o) = 0.
i=1
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Matematicky model

X11 1 0 --- 0 €11
X12 10 --- 0 €12
X1n1 1 0 PR O 61,.’1
Xo1 o1 .- 0 €21
X22 01 --- 0 H1 £22
. .. . M2 .
= | . +
X2n2 0 1 O : 62”2
: Do : fr :
X1 00 --- 1 €r1
Xyo 00 --- 1 €r2
| X, | |0 0 -+ 1| L €m, |
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Matematicky model

X11 110 --- 0 €11
X12 110 -+ 0 €12
Xin 110 --- 0 €1m
Xo1 101 --- 0 B i 7 €21
X22 101 --- 0 o1 €22
. _ SRR . a | 4 .
Xon, 1 0 1 0 : €2n,
: Do : L @r | :
X1 100 --- 1 €r1
X 100 --- 1 €r2
| X, | |1 00 --- 1| | €m, |

David Hampel (USOV MENDELU) Jednofaktorovd analyza rozptylu 5.-7. 8. 2015 11 / 46



Matematicky model

Zavedeme celkovy soulet ¢tverci

St = izi(x,-j— M),

i=1 j=1

ktery charakterizuje variabilitu jednotlivych pozorovéni kolem celkového
priméru, ma pocet stupiidi volnosti f+ = n — 1, dale skupinovy soudet
Etverci

r
Sa=Y _ni(Mj—M.)?,
i=1

jez charakterizuje variabilitu mezi jednotlivymi ndhodnymi vybé&ry, ma
polet stupiidl volnosti f4 = r — 1,
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Matematicky model

a nakonec rezidudlni sou&et &tverc

r o n;

SE=) > (Xyj— M),

i=1 j=1

ktery charakterizuje variabilitu uvnit¥ jednotlivych vybérii, ma pocet
stupfiti volnosti fg = n —r.

Lze dokdazat, 7e ST = Sz + Sk.
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Testovani hypotézy o shod€ stfednich hodnot

@ Na hladin& vyznamnosti « testujeme nulovou hypotézu, kterd tvrdi,
Ze v8echny st¥edni hodnoty jsou stejné, tj.

Ho:pi=...= i

proti alternativni hypotéze Hj, ktera tvrdi, Ze aspoii jedna dvojice
stfednich hodnot se lisi.

@ Tato hypotéza vlastné ¥ika, Ze vliv faktoru A na proménnou X je
nevyznamny.

David Hampel (USOV MENDELU) Jednofaktorovd analyza rozptylu 5.-7. 8. 2015 14 /



Testovani hypotézy o shod€ stfednich hodnot

@ Testova statistika
B Sa/fa

- Se/fe

se Fidi rozlozenim F (r —1,n —r), je-li Hy pravdiva.

Fa

@ Nulovou hypotézu tedy zamitneme na hlading vyznamnosti «, kdyz
FA se bude realizovat v kritickém oboru

W= (Fi_oa(r—1,n—r),00).
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Testovani hypotézy o shod€ stfednich hodnot

Vysledky vypo&tl zapisujeme do tabulky ANOVA:

Zdroj variability | soulet &tverci | stupné volnosti | priim. Etverec| Fp
i Salt,
skuplny SA fA =r—1 SA/fA Sé/fé
rezidudlIni SE fE=n—r Se/fe -
celkovy St fr=n-1 - -
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P¥iklad — zadani

@ Je dano pét nezavislych nahodnych vybéri o rozsazich 5, 7, 6, 8, 5,
pfitem? i-ty vybér pochazi z rozlozeni N(u;,0?), i =1,...,5.

@ Byl vypocten celkovy soulet &tvercl St = 15 a rezidudlni soulet
Etverch Sg = 3.

@ Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o shodé stfednich
hodnot.
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P¥iklad — FeSeni

Poclet vybérii je r = 5, celkovy rozsah vSech péti vybérii je
n=5+7+6+8+5=23L.

Vypotteme skupinovy soulet ¢tvercil: Sp = ST — Sg =15 -3 =12,

Testovou statistiku ziskdme jako

_ Sa/(r—1)  12/4

- Se/(n—r) 3/26 26.

Fa

Kriticky obor je W = (Fg.05 (4,26) ,00) = (2,7426,c0).

Protoze se testova statistika realizuje v kritickém oboru, Hg zamitdme
na hladiné vyznamnosti 0,05.
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P¥iklad — FeSeni

Tabulka ANOVA:

Zdroj variability | soucet &tvercli| stupné volnosti | priimé&rny Etverec Fa
skupiny Sa=12 | fa=r—1=4| Sp/fa=3 |22 =26
rezidudIn{ Se=3 fE=n—r=26| Seg/fe =3/26 -
celkovy S+ =15 fr=n—-1=30 - -

5.~7. 8. 2015

David Hampel (USOV MENDELU)

Jednofaktorova analyza rozptylu

19 / 46



Testovani hypotézy o shodé& rozptylii

P¥ed provedenim analyzy rozptylu je zapottebi ovéfit predpoklad o shod&
rozptyl( v danych r vybérech, tedy je nutné provést test nulové hypotézy

L2 _ 2
Hy:oi=...=0¢

proti alternativni hypotéze Hy, kterd tvrdi, Ze aspoii jedna dvojice rozptyli
se lisi.
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Testovani hypotézy o shodé& rozptylii

Leveniv test.

e Polozme Zj; = | Xj — M; |. Oznatime

1 n; 1 r nj
:niz;z,-j, MZ:EZZZU,
iz

i=1 j=1
SzE = Z Z i —Mz)?, Sza=» ni(Mz— Mz)*.
i=1 j=1 i=1
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Testovani hypotézy o shodé& rozptylii

o Plati-li hypotéza o shodg rozptyl{i, pak statistika

_ Sz4/(r—1)
Sze/(n—r)

se asymptoticky ¥idi rozlozenim F (r —1,n—r).

Fza

@ Hypotézu o shodg rozptylii tedy zamitdme na asymptotické hladiné
vyznamnosti «, kdyZ testova statistika Fz4 € W, kde
W = (Fi_a(r—1,n—r), c0) je kriticky obor.

@ Levenliv test je vlastné zaloZen na analyze rozptylu absolutnich
hodnot centrovanych pozorovéni.
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Testovani hypotézy o shodé& rozptylii

@ Browniv-Forsytheliv test je modifikaci Levenova testu.

@ Modifikace spodiva v tom, Ze misto vyb&rového priiméru i-tého vybéru
se pfi vypoctu veli¢iny Zj; pouzivd median i-tého vybéru.
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Testovani hypotézy o shodé€ rozptyli

Bartlettiv test.
o Plati-li hypotéza o shodg rozptyli a rozsahy v8ech vyb&r( jsou vétsi
nez 6, pak statistika

B:% [(n—r)lnSf—i(n,-—l)lnSiz]

i=1

se asymptoticky Fidi rozloZenim y2 (r — 1).
e P¥itom konstanta

1 1 1
C_1+3(r—1) (Zn;—ln—r)

i=1

a S2 je vaZzeny priimér vyb&rovych rozptyld S?, i=1,...,r.

@ Hypotézu o shodg& rozptylli zamitdme na asymptotické hladiné
vyznamnosti o, kdyz se B realizuje v kritickém oboru

W= (3o (r—1), ).
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Post-hoc (nasledné) metody mnohonasobného porovnavani

@ Zamitneme-li na hladiné vyznamnosti a: hypotézu o shodé stfednich
hodnot, chceme zjistit, které dvojice stfednich hodnot se li§i na dané
hladiné vyznamnosti «.

o Existuje celd Yada post-hoc testli, k nejznamé&jsim pat¥i metoda
Tukeyova, Scheffého, Duncanova, Fisherova LSD,
Newmanova-Keulsova a dalsi.

o Kazda z téchto metod ma svoje pfednosti a nedostatky a Zadna neni
vSeobecné ptijimana jako idedlni.

@ Zde struéné popiseme Tukeyovu a Scheffého metodu.
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Post-hoc (nasledné) metody mnohonasobného porovnavani

Tukeyova metoda.
o Maji-li v8echny vybéry tyz rozsah p, pak rovnost stfednich hodnot px
a iy zamitneme na hladiné vyznamnosti «, kdyz
Ss
va

kde kvantily gi—q (r, n — r) studentizovaného rozpéti najdeme ve
statistickych tabulkach.

Mk, — M| > qi—a(r,n—r)

@ Existuje modifikace Tukeyovy metody pro nestejné rozsahy vybéri,
Tukey HSD.
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Post-hoc (nasledné) metody mnohonasobného porovnavani

Scheffého metoda.

@ Rovnost stfednich hodnot uy a p; zamitneme na hladiné vyznamnosti
a, kdyz

My — M| > 5*\/(r— 1) (1 + 1) Frw(r—1,n—r).

ng ny
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Post-hoc (nasledné) metody mnohonasobného porovnavani

@ Metody mnohondsobného porovndvani maji obecné mensi silu nez
ANOVA.

@ MiiZe proto nastat situace, kdy pFi zamitnuti Hp nenajdeme metodami
mnohonasobného porovnavani vyznamny rozdil u Zadné dvojice
stfednich hodnot.

@ K tomu dochazi zvlasté tehdy, kdyZ p-hodnota pro ANOVU je jen o
mélo niz8i neZ zvolend hladina vyznamnosti.

@ Pak slabsi test patFici do skupiny metod mnohonasobného
porovndvani nemusi odhalit Zadny rozdil.
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Doporuceny postup pti provadéni analyzy rozptylu

a) Je zapottebi ov&Fit, Ze jednotlivé ndhodné vybéry pochazeji
z normdlnich rozdéleni.

o MiZeme pouZit grafickou metodu (nap¥. N-P plot, Q-Q plot,
histogram)

o nebo testy hypotéz o normélnim rozloZeni (nap¥. Lilieforsovu variantu
Kolmogorovova-Smirnovova testu nebo Shapiriv-Wilkiv test).

e Doporucuje se kombinace obou zpiisobd.
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Doporuceny postup pti provadéni analyzy rozptylu

a) Je zapottebi ovéFit, Ze jednotlivé ndhodné vybéry pochazeji
z normalnich rozdéleni.

o Obecné lze ¥ici, Ze analyza rozptylu neni pfFili§ citlivd na poruseni
predpokladu normality, zvla&t& p¥i vétsich rozsazich vyb&rd (nad 20).

e Mirné porudeni normality tedy neni na zavadu, p¥i vé&tSim poruseni
pouzijeme nap¥. Kruskallv-Wallisiiv test jako neparametrickou obdobu
analyzy rozptylu jednoduchého t¥id&ni.
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Doporuceny postup pti provadéni analyzy rozptylu

b) Po ov&Feni normality musime testovat homogenitu rozptyld.

o Graficky ové&fujeme shodu rozptylii pomoci krabicovych diagrami, kdy
sledujeme, zda je $itka krabic p¥iblizné stejna.

o Numericky testujeme homogenitu rozptylli pomoci Levenova testu,
Brownova-Forsytheova testu &i Bartlettova testu.

o Slabé poruseni homogenity rozptyli nevadi, p¥i v&tsim se doporucuje
medidnovy test.
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Doporuceny postup pti provadéni analyzy rozptylu

c) Pokud jsou spln&ny ptedpoklady normality a homogenity rozptyld,
miZeme pFistoupit k testovani shody vSech stfednich hodnot.

d) Dojde-li na zvolené hladin& vyznamnosti k zamitnuti hypotézy o
shodé stfednich hodnot, zajima nas, které dvojice stfednich hodnot se
od sebe lisi.

o K FeSeni tohoto problému slouZi post-hoc metody mnohonasobného
porovnavani, nap¥. Scheffého nebo Tukeyova metoda.
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P¥iklad — zadani

e Zjidtujeme moZnou zavislost vynosu na obsahu uréité Iatky v pidé&.
@ K dispozici je 68 pozorovani.

@ Obsah sledované latky je rozd&len do 6 skupin (18-24, 25-31, ...,
53-59) — promé&nna A.

@ Vynos je prom&nnd X (viz tabulka niZze).
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P¥iklad — zadani

A X A X A X A X
18-24 | 27 | 39-45 | 34 | 18-24 | 37 | 25-31 | 29
18-24 | 31 | 39-45 | 34 | 18-24 | 34 | 46-52 | 28
18-24 | 39 | 39-45 | 43 | 53-59 | 25 | 53-59 | 26
18-24 | 38 | 39-45 | 44 | 18-24 | 32 | 39-45 | 31
18-24 | 39 | 39-45 | 40 | 25-31 | 28 | 39-45 | 28
25-31 | 37 | 39-45 | 47 | 25-31 | 30 | 46-52 | 26
25-31 | 35 | 39-45 | 45 | 39-45 | 34 | 53-59 | 28
25-31 | 40 | 46-52 | 35 | 46-52 | 28 | 18-24 | 28
25-31 | 40 | 46-52 | 34 | 46-52 | 31 | 18-24 | 27
25-31 | 31 | 46-52 | 34 | 18-24 | 30 | 46-52 | 26
32-38 | 34 | 46-52 | 41 | 25-31 | 29 | 46-52 | 27
32-38 | 36 | 53-59 | 35 | 32-38 | 32 | 46-52 | 21
32-38 | 34 | 53-59 | 37 | 53-59 | 34 | 53-59 | 29
32-38 | 41 | 25-31 | 25 | 53-59 | 28 | 25-31 | 25
32-38 | 30 | 32-38 | 32 | 18-24 | 26 | 46-52 | 20
32-38 | 44 | 32-38 | 31 | 18-24 | 27 | 53-59 | 18
32-38 | 44 | 53-59 | 28 | 25-31 | 24 | 53-59 | 26
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P¥iklad — zadani

@ Na hlading vyznamnosti 0,05 mame testovat hypotézu, Ze rozdily ve
vynosu jsou zpiisobeny pouze ndhodnymi vlivy.

@ V pf¥ipadé zamitnuti nulové hypotézy je tfeba identifikovat, které
dvojice skupin se lisi na hladin& vyznamnosti 0,05.

35 / 46
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Ptiklad — charakteristiky dat

Skupina | Pramér Median Minimum  Maximum
18-24 31,9231 31,0000 26,0000 39,0000
25-31 31,0833 29,5000 24,0000 40,0000
32-38 35,8000 34,0000 30,0000 44,0000
39-45 38,0000 37,0000 28,0000 47,0000
46-52 29,2500 28,0000 20,0000 41,0000
53-59 28,5455 28,0000 18,0000 37,0000

Skupina | Odchylka C.V. Sikmost Cetnost
18-24 4,95751  0,155296  0,312563 13,0
25-31 566422  0,182227  0,434070 12,0
32-38 530827  0,148276  0,639137 10,0
39-45 6,59966  0,173675 —0,0464489 10,0
46-52 6,04716  0,206741  0,255538 12,0
53-59 529837  0,185612 —0,151714 11,0
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P¥iklad — normalita dat

Normal Probabilty Plot Normal Probabilty Plot Normal Probabilty Plot
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P¥iklad — normalita dat

@ Pro posouzeni normality dale pouZijeme Shapiriv-Wilkiv test.

Skupina 18-24 | 25-31 | 32-38 | 39-45 | 46-52 | 53-59
p-hodnota | 0,0653 | 0,1941 | 0,0674 | 0,3608 | 0,8088 | 0,4538
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Ptiklad — shoda rozptyli

@ Nyni se zamé&Ffime na ovéFeni predpokladu o homogenité rozptyll, tj.
na hladiné vyznamnosti 0,05 testujeme hypotézu

Ho:02 =...=0?

proti alternativni hypotéze Hi, kterd tvrdi, Ze aspon jedna dvojice
rozptyl( se lisi.

@ PouZijeme Levenlv test.
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Ptiklad — shoda rozptyli

Skupinovy soulet &tvercl Sza nabyva hodnoty 28,79949,

@ skupinovy pocet stupiili volnosti fz4 je 5,

@ rezidudlni soulet Etverch Szg je 729,6711,

@ rezidudlni pocet stupiiti volnosti fzg je 62,

@ testova statistika Fz4 se realizuje hodnotou 0,489417,
@ odpovidajici p-hodnota je 0,783290,

o tedy na hladiné vyznamnosti 0,05 nelze zamitnout hypotézu
o homogenité rozptyld.
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P¥iklad — shoda stfednich hodnot

@ Diéle se budeme vénovat testovani hypotézy o shodé stfednich hodnot
normalnich rozloZeni, z nichZ pochazeji sledované nahodné vybéry, tj.
testujeme hypotézu

Ho:pi=...=p,
proti alternativni hypotéze Hi, kterd tvrdi, Ze aspon jedna dvojice
stfednich hodnot se lisi.

42/
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P¥iklad — shoda stfednich hodnot

Vidime, Ze skupinovy soulet &tvercl Sy je 733,2742,
@ skupinovy pocet stupiili volnosti f4 je 5,

@ rezidudlni soulet &tverch Sg je 1976,417,

@ rezidudlni polet stupfit volnosti fg je 62,

@ testova statistika F4 se realizuje hodnotou 4,600547,

@ odpovidajici p-hodnota je 0,001239.
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P¥iklad — shoda stfednich hodnot

e Na hladin& vyznamnosti 0,05 (a dokonce i na hladin& vyznamnosti
0,01) zamitdme hypotézu o rovnosti stfednich hodnot.

@ Znamena to, Ze s rizikem omylu nejvyse 0,05 jsme prokazali, Ze stfedni
hodnoty vynosu se pro riizné skupiny obsahu sledované latky [isi.
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P¥iklad — parova porovnani

@ Vzhledem k tomu, Ze na hladiné vyznamnosti 0,05 jsme zamitli
hypotézu o shodé stfednich hodnot, provedeme mnohondsobné
porovndvani, abychom identifikovali, které dvojice ndhodnych vybéri
pFispély k zamitnuti nulové hypotézy.

o Vysledek Scheffého metody ukazuje, Ze na hladiné vyznamnosti 0,05
se lisi skupiny 39-45 a 46-52 a déle 39-45 a 53-59.

@ Rozdily mezi ostatnimi dvojicemi skupin nejsou prokazatelné na
hladin& vyznamnosti 0,05.
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ANOVA - priklad

@ data_ANOVA_nekomplet.sta
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