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Motivace

@ Vicerozmérna data se oproti jednorozmérnym datiim podstatn& hie
hodnoti i prezentuji.

o P¥i interpretaci zejména regresnich charakteristik je vaZnou p¥ekazkou
korektniho hodnoceni a interpretace silnd linedrni zavislost
(multikolinearita) vysvé&tlujicich promé&nnych.
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@ Metoda hlavnich komponent umozZni provést potfebna hodnoceni
pomocich umélych proménnych, které vysvétluji stejnou variabilitu
jako plivodni promé&nné.

@ Faktorova analyza umoZni popsat problém pomoci mensiho poctu
umélych promé&nnych, neZ pivodnich promé&nnych.

o Mezivypolty obou uvedenych metod mohou poslouzit k prezentaci
vicerozmérnych dat.
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Cile metody hlavnich komponent

@ U mnoha vyzkumnych (loh se lze setkat se situaci, kdy vychozi podet
proménnych, sledovanych u zkoumanych jevl a procesi, je znaény
a pro interpretaci nepfehledny.

@ Pro zjednoduseni analyzy a snadnéjsi hodnoceni vysledk( je &asto
vhodné zkoumat, zda by studované vlastnosti pozorovanych objektd
nebylo mozné nahradit men3im po&tem jinych (tfeba i umé&lych)
proménnych s co nejmensi ztratou informace.

@ Metoda hlavnich komponent (Principal Component Analysis, PCA)
definuje nové (umélé, nemé&Fitelné, latentni) promé&nné (zde nazyvané
komponenty), které zcela vysvétluji pivodni variabilitu.
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Cile metody hlavnich komponent

@ Tyto nové vytvorené proménné jsou linedrni kombinaci plvodnich
méFitelnych proménnych a jejich hlavni vlastnosti je, Ze jsou navzdjem
nezdvislé (nekorelované).

@ Komponenty Ize pouzit namisto plvodnich proménnych p¥i budovani
vicerozmé&rného regresniho modelu p¥i detekci multikolinearity.

o Vystupy PCA slouzi ke grafické ilustraci vztahi jednak mezi
jednotlivymi proménnymi, jednak mezi popisovanymi objekty.

@ Analyza hlavnich komponent je ¢asto vyuZivdna u vicerozmé&rnych
metod jako prvni krok p¥i velkém poétu proménnych typicky s tkolem
provést jejich redukci pomoci faktorové analyzy.
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llustrativni popis metody hlavnich komponent

o Zakladem je linearni transformace pivodnich znakl na nové,
nekorelované promé&nné, zvané hlavni komponenty.

o Zakladni charakteristikou kaZdé hlavni komponenty je jeji mira
variability — rozptyl.

@ Hlavni komponenty jsou sefazeny dle dileZitosti — od nejvétsiho
rozptylu k nejmensimu rozptylu.

@ Vétsina informace o variabilit€ dat je soustfedéna do prvni
komponenty a nejméné informace je obsazeno v posledni komponenté.

@ Ma-li n&jaky pivodni znak maly & dokonce Zadny rozptyl, neni
schopen pfispivat k rozliSeni mezi objekty.
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llustrativni popis metody hlavnich komponent

@ Pomoci PCA ziskdme informaci o skute¢né dimenzi dlohy. Tato
informace se uplatni p¥i redukci dimenze plvodni dlohy bez velké
ztraty informace v ramci faktorové analyzy.

o NevyuZité faktory (u navazujici faktorové analyzy) obsahuji malé
mnoZstvi informace, protoZe jejich rozptyl je pFili§ maly.

@ Hlavni komponenty jsou nekorelované.
@ Prvni hlavni komponenta je naptiklad vhodnym ukazatelem jakosti.

@ Prvni dvé& resp. t¥i hlavni komponenty se vyuZivaji pfedevsim pro
zobrazeni vicerozmérnych dat v projekci do roviny resp. prostoru.
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Podminky nasazeni metody hlavnich komponent

Mezi analyzovanymi pivodnimi promé&nnymi musi byt vyznamné
korelace.

@ Faktorovou analyzu ani PCA nema smysl pouZit, pokud jsou plvodnf{
promé&nné nekorelované.

Faktorova analyza pak nema co objasnit a PCA povede k hlavnim
komponentdm totoZnym s plvodnimi prom&nnymi.

Pocet objektl musi byt podstatné vyssi nez poéet proménnych
(podobné jako u regrese).
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Rozptyl vektoru nahodnych veli¢in

Definujme p-rozmérny ndhodny vektor
X =(X1,X2,...,X3).
Jeho kovarianéni matice je
V =[cov(Xi, X)), i,j=1,2,...,p.

Tato matice je symetricka a tzv. pozitivné semidefinitni. Z toho plyne, Ze
jeji vlastni &isla jsou redlnd a nezaporni. MiZeme je oznaldit a uspo¥adat
nasledujicim zptsobem:

A > >. 0 >0,
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Rozptyl vektoru nahodnych veli¢in

Matici V miZeme vyjadrit jako
V =UAUT,

kde

A1 0

A= _

0 Ap
a matice U je matice vlastnich vektori matice V (k-ty sloupec matice U je
vlastni vektor p¥isludny k vlastnimu &islu Ax a zna&ime jej vy).
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Rozptyl vektoru nahodnych veli¢in

@ Pomoci vlastnich vektori a plvodniho vektoru X miZeme definovat
nahodné veli¢iny

Y1:XV1, ceey Yp:XVp,

které budeme nazyvat prvni az p-td hlavni komponenta.

@ Tyto hlavni komponenty jsou nezavislé (nekorelované) a jejich rozptyl
je postupné
ALy .-y Ap.
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Rozptyl vektoru nahodnych veli¢in

@ Celkovy rozptyl vektoru X budeme definovat jako
0% = var(X1) + var(Xp) + - - - 4 var(Xp),

coz je vlastn& soulet diagondlnich prvki kovarianéni matice V.

o Plati, Ze

0% = var(Yy) + var(Y2) + --- +var(Y,) = Z)\,-.
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Rozptyl vektoru nahodnych veli¢in

o Déle mizZeme definovat relativni podil celkové variability vysvétleny
i-tou hlavni komponentou jako

\i/o?.
@ Prvnich k hlavnich komponent vysvétluje

K
Z \i/o?
i=1

celkové variability.
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Rozptyl vektoru nahodnych veli¢in

@ Pokud chceme potladit vliv jednotek, ve kterych mé&fime jednotlivé
ndhodné veli¢iny, pouzZijeme namisto kovarianéni matice vektoru X
jeho korelaéni matici.

@ Celkovou variabilitu pak dostaneme jako

@ Tato celkova variabilita odpovidd variabilité po sloZkdch
standardizovaného vektoru X, nikoliv plivodniho vektoru X.
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Praktické nalezeni hlavnich komponent

o Vyjdeme ze souboru dat, kde jsme u celkové n objektl neboli p¥ipadi
(rostlin, vzorkl pldy, statt) mé&Fili p charakteristik (u rostliny nap¥.
vyska, potet listli, hmotnost tisice semen).

@ Formalné miZeme psat

X11 e le
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Praktické nalezeni hlavnich komponent

@ Pokud budeme pouZivat kovarianéni matici data po sloupcich
centrujeme: od kazdé hodnoty konkrétniho sloupce odecteme priimér
sloupce.

@ Pokud budeme pouZivat korelaéni matici data po sloupcich
standardizujeme: od kaZzdé hodnoty konkrétniho sloupce odetteme
primér sloupce a potom podélime odchylkou hodnot sloupce.

@ Dile budeme pracovat s upravenymi daty, zna&eni v8ak nechame
pavodni!
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Praktické nalezeni hlavnich komponent

@ Spotitame vybérové rozptyly a kovariance sloupcti a zformujeme tak
odhad kovarianéni matice.

@ Pokud budeme pozadovat korelaéni matici, pak spolitdme vybérové
korelace sloupci a ziskdme tak odhad korelaéni matice.

@ Pro odhad kovarian¢ni &i korelaéni matice ziskdme vlastni &isla
a vlastni vektory.
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Praktické nalezeni hlavnich komponent

@ Prvni hlavni komponentu ziskdme pomoci vlastniho vektoru

Vi = (V11, V12, -+, le)T

jako
yi1 X11 X12 X1p
Y21 X21 X22 X2p
=vi1 . + vi2 . + -t vip
Yn1 Xn1 Xn2 Xnp
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Praktické nalezeni hlavnich komponent

@ Druhou hlavni komponentu ziskdme pomoci vlastniho vektoru

-
Vo = (V21, V22, ..., V2p)
jako
Y12 X11 X12 X1p
Y22 X21 X22 X2p
= Vo1 . + va2 . + vy
Yn2 Xn1 Xn2 Xnp
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Praktické nalezeni hlavnich komponent

@ Posledni, p-tou hlavni komponentu ziskdme pomoci vlastniho vektoru

T
Vp = (Vp1; Vp2: - - -5 Vip)
jako
Yip X11 X12 X1p
Yep X21 X22 X2p
:Vpl : +Vp2 : +...+Vpp
Ynp Xn1 Xn2 Xnp
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Faktorovd analyza

o Faktorovd analyza je metoda zamé¥end na vytvareni novych
proménnych a na sniZeni dimenze dat s co nejmensi ztrdtou informace.

@ Nové promé&nné jsou latentni, skryté, nepfimo pozorovatelné.

@ Jednim ze zdkladnich cili faktorové analyzy je posoudit strukturu
vztahi sledovanych proménnych a zjistit tak, zda dovoluje jejich
rozdéleni do skupin.
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Faktorovd analyza

@ Tyto skupiny ddvame do relace s tzv. faktory, které by mély umoznit
lepsi pochopeni vstupnich proménnych.

@ Povaha faktorové analyzy je spiSe heuristickd a prizkumna
(explorativni) nez ov&Fovaci (konfirma&ni).

o Faktorovd analyza je Casto kritizovana. Pochybnosti se tykaji
nejednoznaénosti FeSeni v dlsledku subjektivity mnoha krokd i cild,
pfibliznosti vysledkid a mlhavé interpretace.
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Faktorovd analyza

Princip faktorové analyzy lze p¥ibliZit pomoci vyjadfeni
xjj = ajifin + ajpfip + - -+ + ajmfim + €, m < p,

kde namé&Fenou a normalizovanou & standardizovanou hodnotu j-té
charakteristiky pro i-ty objekt vysvétlujeme jako vazeny soulet m faktori
a rezidudlni sloZzky ej;, kterd t€mito faktory vysvétlit nelze.
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Faktorovd analyza

V tomto kontextu hovoFime o matici

o A=lail,j=1,...,p, k=1,...,m jako o matici faktorovych zat&
(téZ se pouzivaji vyrazy syceni, saturace, loadings);

o F=|[fy],i=1,....,n, k=1,...,m jako o matici faktord (né&kdy téz
faktorovych skérl, oznaleni je nejednotné);

o E=ej],i=1,...,n j=1,...,p jako o matici rezidui.
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Faktorovd analyza

e Pozadujeme, aby faktory (sloupce matice F) byly tzv. ortonormalni
(nezvislé a jednotkové délky). Pak bude platit FTF =/, kde / je
jednotkova matice.

o Dile definujeme matici U = ETE. U je diagonalni matice a na
diagonale ma hodnoty vy, uo, ..., up.

o Plati, Ze

n
2 .
uj = E g, Jj=1....p.
i=1

e Jedn3 se o variabilitu, kterou nelze vysvétlit faktory, a oznalujeme ji
jako specificitu & specificky faktor.
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Faktorovd analyza

@ Pomoci specificit definujeme tzv. komunality
m
2 .
hjzl—uJ-:Zajk, j:].,...,p,
k=1

které mlZeme interpretovat jako variabilitu vysvétlenou faktory.
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Faktorovd analyza

Hledaji se takové faktorové zatéze a faktory, aby

@ specificita byla co nejmensi;

o faktorové zat&ze byly v absolutni hodnot& blizké bud nule nebo
jednitce (pro dobrou identifikovatelnost faktord s pivodnimi
charakteristikami);

@ potet faktorl byl co nejmensi (prakticky podstatn& mensi nez pocet

plvodnich charakteristik).

Tyto pozadavky jsou ve vzajemném rozporu a algoritmy pro faktorovou
analyzu hledaji kompromisni Yegeni.
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Faktorovd analyza

K dosaZeni pouZzitelnych vysledk{ se uplatiiuji nasledujici postupy:

@ Ur&eni poctu faktord (n&kdy se hovoti o extrakci faktorl) — viz dale.

@ PoZaduje se takové nastaveni, aby komunality spliiovaly nerovnost
RJ-2 <h<1,j=1,...,p, kde RJ? je koeficient determinace linedrniho
regresniho modelu, kde vysvétlujeme j-tou charakteristiku pomoci
ostatnich charakteristik.

@ PouZiva se tzv. rotace faktord, kterd se snaZi docilit bud v absolutnf
hodnot& velkych hodnot nebo témé&¥ nulovych hodnot faktorovych
zaté7i.
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Faktorovd analyza

Pocet faktorii Ize stanovit dle nasledujicich kritérii:

@ Pocet vlastnich &isel korelaéni matice vétsich nez 1 &i jind vhodna
konstanta.

e Pouzijeme tolik komponent, které vysv&tluji ur&ité procento (nap¥.
90 %) plvodni variability.

e Pouzijeme Scree (téZ sutinovy) graf (je vytvoren sestupné z vlastnich
Cisel komponent), kde hleddme bod zlomu od rychlého klesani
k pozvolnému.

David Hampel (USOV MENDELU) PCA a faktorovd analyza 5.~7. 8. 2015 30/ 42



Rotace faktorl

@ Rotace faktorl spotivd v nalezeni transformace matice A na matici B
s jednodussi, jednoznadnéjsi strukturou.

@ Prakticky jde o nalezeni tzv. ortogondlni matice T, pomoci niZ
transformaci provedeme: B = AT.

@ Takovych transformaci existuje nekone¢né mnoho a je otdzkou, kterou
budeme povaZovat za optimalni.

@ Existuje vice pFistupd, které mohou davat vyrazné jiné vysledky.
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Rotace faktorl

@ Nejb&Znéjsi metodou rotace je tzv. varimax, kterd je zaloZena na
maximalizaci vyrazu

m p
PP CETIE
j=1 i=1

kde a,2j = % p u’ tedy priimér kvadrat( faktorovych zatézi pro

j-ty faktor.
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Rotace faktorl

o Dalsi pouzivanou rotaci je quartimax, kde kritériem je funkce, kterd je
souctem &tvrtych mocnin faktorovych zatézi.

e Metoda quartimax produkuje obecny faktor, protoZe na rozdil od
metody varimax je rozptyl je pocitdn pfes celou matici a nikoli
postupné pro v3echny sloupce.

o Zaté&Zze zbyvajicich faktord pak byvaji niZsi neZ p¥i pouZiti metody
varimax.
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Porovnani faktorové analyzy a analyzy hlavnich komponent

@ Ob& metody se snaZi o vyjad¥eni plivodnich promé&nnych pomoci
latentnich proménnych.

@ Od latentnich promé&nnych se v obou metodach pozaduje, aby
maximaln& reprezentovaly (vysvétlovaly) pivodni promé&nné.

@ Konkretizace tohoto poZadavku je v obou metodach odlidna:

o V metod& PCA latentni prom&nné (komponenty) vysvétluji maximum
celkového rozptylu plvodnich proménnych.

o V metod& FA latentni prom&nné (faktory) vysvétluji predeviim
vzajemné souvislosti mezi pozorovanymi promé&nnymi.
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Porovnani faktorové analyzy a analyzy hlavnich komponent

@ Faktorova analyza pracuje podobné jako PCA s korelaéni nebo
kovarianéni matici a naléza prvni hlavni faktor tak, aby vysvétloval
nejvétsi &ast rozptylu datové matice.

@ Dalsi faktory jsou konstruovany takovym zpiisobem, aby byly
nezavislé, &ili nekorelované, a vylerpdvaly sestupné maximum
celkového rozptylu.

@ Faktorova analyza se pokousi objasnit kovariance a korelace
ptvodnich proménnych pomoci nékolika malo spole¢nych faktor(,
zatimco PCA objasiiuje pouze rozptyl plvodnich promé&nnych.

o Vypocet u PCA je p¥imodary, jednoduchy.

o U faktorové analyzy je vypocet faktorového skére daleko komplexnégjsi
a byla pro né&j navrzena ¥ada postup.
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Porovnani faktorové analyzy a analyzy hlavnich komponent

@ Rozdil mezi faktorovou analyzou a analyzou hlavnich komponent je
i v poslednim kroku analyzy.

o U faktorové analyzy jsou faktory rotovany tak, aby co nejjednoduseji
popisovaly proménné.

@ Ve srovnani s metodou hlavnich komponent hleda faktorova analyza
vzdjemné souvislosti vstupnich proménnych.
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Faktorovd analyza — interpretace

Charakteristika v popsana pomoci prvnich dvou faktor(.

A
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Faktorovd analyza — interpretace

Charakteristiky v a w popsané pomoci prvnich dvou faktord.
Plati, Ze korelace r,,, = cos(«).

cos(0°) =1, cos(90°) = cos(270°) =0, cos(180°) = —1

A

jednotkovy
kruh
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Faktorova analyza — graf komponentniho skére

@ Soufadnice kazdého objektu na osach hlavnich komponent nazyvame
skére (komponentni skére).

o Graf komponentniho skére je zobrazeni dvou skérovych vektor(
vynesenych v systému kartézskych os jeden proti druhému.

@ Na x-ové ose obvykle pouZijeme prvni komponentu pop¥. faktor a na
ose y daldi komponenty ¢&i faktory.
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Faktorova analyza — graf komponentniho skére

@ Umist&ni objektl: daleko od potatku jsou extrémy. Objekty nejblize
polatku jsou nejtypictéjsi.

@ Podobnost objektl: objekty blizko sebe si jsou podobné, objekty
daleko od sebe jsou si nepodobné.

@ Objekty v shluku: umisténé zfetelné v jednom shluku jsou si podobné
a nepodobné objektiim v ostatnich shlucich. Jsou-li shluky blizko

sebe, znamena to zna&nou podobnost objektd.

@ Osamélé objekty: izolované objekty mohou byt odlehlé.
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Faktorova analyza — graf komponentnich zatézi

@ MiiZeme identifikovat podobné (korelované) charakteristiky &i jejich
shluky.

@ Je vidét relace mezi plivodnimi charakteristikami a komponentami
(faktory).

@ Pokud jsou komponenty &i faktory ,,pojmenovany" (v biologickém,
chemickém, ekonomickém ¢&i jiném kontextu), Ize usuzovat na
pFislusnost charakteristik k této vécné kategorii.
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Faktorovd analyza — biplot

@ Jedna se vlastné o soucasné vykresleni grafu komponentniho skére
a komponentnich zatézi.

@ Pokud je objekt umistén v blizkosti urité charakteristiky, Ize ¥ici, Ze
tento objekt ,,obsahuje” velké mnoZstvi této charakteristiky.

@ MiiZzeme hovofit o interakci ve smyslu vicefaktorové analyzy rozptylu.

o Biplot je tfeba interpretovat velmi opatrné.
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Faktorovd analyza — ptiklady

@ Desetiboj.sta

@ data_PCA.sta
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