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David Hampel
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Motivace

V́ıcerozměrná data se oproti jednorozměrným dat̊um podstatně hů̌re
hodnot́ı i prezentuj́ı.

Při interpretaci zejména regresńıch charakteristik je vážnou p̌rekážkou
korektńıho hodnoceńı a interpretace silná lineárńı závislost
(multikolinearita) vysvětluj́ıćıch proměnných.
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Motivace

Metoda hlavńıch komponent umožńı provést poťrebná hodnoceńı
pomoćıch umělých proměnných, které vysvětluj́ı stejnou variabilitu
jako původńı proměnné.

Faktorová analýza umožńı popsat problém pomoćı menš́ıho počtu
umělých proměnných, než původńıch proměnných.

Mezivýpočty obou uvedených metod mohou posloužit k prezentaci
v́ıcerozměrných dat.
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Ćıle metody hlavńıch komponent

U mnoha výzkumných úloh se lze setkat se situaćı, kdy výchoźı počet
proměnných, sledovaných u zkoumaných jev̊u a proces̊u, je značný
a pro interpretaci nep̌rehledný.

Pro zjednodušeńı analýzy a snadněǰśı hodnoceńı výsledk̊u je často
vhodné zkoumat, zda by studované vlastnosti pozorovaných objekt̊u
nebylo možné nahradit menš́ım počtem jiných (ťreba i umělých)
proměnných s co nejmenš́ı ztrátou informace.

Metoda hlavńıch komponent (Principal Component Analysis, PCA)
definuje nové (umělé, nemě̌ritelné, latentńı) proměnné (zde nazývané
komponenty), které zcela vysvětluj́ı původńı variabilitu.
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Ćıle metody hlavńıch komponent

Tyto nově vytvǒrené proměnné jsou lineárńı kombinaćı původńıch
mě̌ritelných proměnných a jejich hlavńı vlastnost́ı je, že jsou navzájem
nezávislé (nekorelované).

Komponenty lze použ́ıt naḿısto původńıch proměnných p̌ri budováńı
v́ıcerozměrného regresńıho modelu p̌ri detekci multikolinearity.

Výstupy PCA slouž́ı ke grafické ilustraci vztahů jednak mezi
jednotlivými proměnnými, jednak mezi popisovanými objekty.

Analýza hlavńıch komponent je často využ́ıvána u v́ıcerozměrných
metod jako prvńı krok p̌ri velkém počtu proměnných typicky s úkolem
provést jejich redukci pomoćı faktorové analýzy.
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Ilustrativńı popis metody hlavńıch komponent

Základem je lineárńı transformace původńıch znak̊u na nové,
nekorelované proměnné, zvané hlavńı komponenty.

Základńı charakteristikou každé hlavńı komponenty je jej́ı ḿıra
variability – rozptyl.

Hlavńı komponenty jsou sěrazeny dle důležitosti – od nejvěťśıho
rozptylu k nejmenš́ımu rozptylu.

Věťsina informace o variabilitě dat je sousťreděna do prvńı
komponenty a nejméně informace je obsaženo v posledńı komponentě.

Má-li nějaký původńı znak malý či dokonce žádný rozptyl, neńı
schopen p̌risṕıvat k rozlǐseńı mezi objekty.
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Ilustrativńı popis metody hlavńıch komponent

Pomoćı PCA źıskáme informaci o skutečné dimenzi úlohy. Tato
informace se uplatńı p̌ri redukci dimenze původńı úlohy bez velké
ztráty informace v rámci faktorové analýzy.

Nevyužité faktory (u navazuj́ıćı faktorové analýzy) obsahuj́ı malé
množstv́ı informace, protože jejich rozptyl je p̌ŕılǐs malý.

Hlavńı komponenty jsou nekorelované.

Prvńı hlavńı komponenta je nap̌ŕıklad vhodným ukazatelem jakosti.

Prvńı dvě resp. ťri hlavńı komponenty se využ́ıvaj́ı p̌redevš́ım pro
zobrazeńı v́ıcerozměrných dat v projekci do roviny resp. prostoru.
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Podḿınky nasazeńı metody hlavńıch komponent

Mezi analyzovanými původńımi proměnnými muśı být významné
korelace.

Faktorovou analýzu ani PCA nemá smysl použ́ıt, pokud jsou původńı
proměnné nekorelované.

Faktorová analýza pak nemá co objasnit a PCA povede k hlavńım
komponentám totožným s původńımi proměnnými.

Počet objekt̊u muśı být podstatně vyš̌śı než počet proměnných
(podobně jako u regrese).
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Rozptyl vektoru náhodných veličin

Definujme p-rozměrný náhodný vektor

X = (X1,X2, . . . ,X3).

Jeho kovariančńı matice je

V = [cov(Xi ,Xj)], i , j = 1, 2, . . . , p.

Tato matice je symetrická a tzv. pozitivně semidefinitńı. Z toho plyne, že
jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná a nezáporná. Můžeme je označit a uspǒrádat
následuj́ıćım způsobem:

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . λp ≥ 0.
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Rozptyl vektoru náhodných veličin

Matici V můžeme vyjáďrit jako

V = UΛUT ,

kde

Λ =

λ1 0
. . .

0 λp


a matice U je matice vlastńıch vektor̊u matice V (k-tý sloupec matice U je
vlastńı vektor p̌ŕıslušný k vlastńımu č́ıslu λk a znač́ıme jej vk).
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Rozptyl vektoru náhodných veličin

Pomoćı vlastńıch vektor̊u a původńıho vektoru X můžeme definovat
náhodné veličiny

Y1 = Xv1, . . . , Yp = Xvp,

které budeme nazývat prvńı až p-tá hlavńı komponenta.

Tyto hlavńı komponenty jsou nezávislé (nekorelované) a jejich rozptyl
je postupně

λ1, . . . , λp.
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Rozptyl vektoru náhodných veličin

Celkový rozptyl vektoru X budeme definovat jako

σ2 = var(X1) + var(X2) + · · · + var(Xp),

což je vlastně součet diagonálńıch prvk̊u kovariančńı matice V.

Plat́ı, že

σ2 = var(Y1) + var(Y2) + · · · + var(Yp) =

p∑
i=1

λi .
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Rozptyl vektoru náhodných veličin

Dále můžeme definovat relativńı pod́ıl celkové variability vysvětlený
i-tou hlavńı komponentou jako

λi/σ
2.

Prvńıch k hlavńıch komponent vysvětluje

k∑
i=1

λi/σ
2

celkové variability.
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Rozptyl vektoru náhodných veličin

Pokud chceme potlačit vliv jednotek, ve kterých mě̌ŕıme jednotlivé
náhodné veličiny, použijeme naḿısto kovariančńı matice vektoru X
jeho korelačńı matici.

Celkovou variabilitu pak dostaneme jako

σ2 =

p∑
i=1

λi = p.

Tato celková variabilita odpov́ıdá variabilitě po složkách
standardizovaného vektoru X, nikoliv původńıho vektoru X.
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Praktické nalezeńı hlavńıch komponent

Vyjdeme ze souboru dat, kde jsme u celkově n objekt̊u neboli p̌ŕıpadů
(rostlin, vzork̊u půdy, stát̊u) mě̌rili p charakteristik (u rostliny nap̌r.
výška, počet list̊u, hmotnost tiśıce semen).

Formálně můžeme psát  x11 · · · x1p
...

. . .
...

xn1 · · · xnp

 .
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Praktické nalezeńı hlavńıch komponent

Pokud budeme použ́ıvat kovariančńı matici data po sloupćıch
centrujeme: od každé hodnoty konkrétńıho sloupce odečteme pr̊uměr
sloupce.

Pokud budeme použ́ıvat korelačńı matici data po sloupćıch
standardizujeme: od každé hodnoty konkrétńıho sloupce odečteme
pr̊uměr sloupce a potom poděĺıme odchylkou hodnot sloupce.

Dále budeme pracovat s upravenými daty, značeńı však necháme
původńı!
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Praktické nalezeńı hlavńıch komponent

Spoč́ıtáme výběrové rozptyly a kovariance sloupc̊u a zformujeme tak
odhad kovariančńı matice.

Pokud budeme požadovat korelačńı matici, pak spoč́ıtáme výběrové
korelace sloupc̊u a źıskáme tak odhad korelačńı matice.

Pro odhad kovariančńı či korelačńı matice źıskáme vlastńı č́ısla
a vlastńı vektory.
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Praktické nalezeńı hlavńıch komponent

Prvńı hlavńı komponentu źıskáme pomoćı vlastńıho vektoru

v1 = (v11, v12, . . . , v1p)T

jako 
y11

y21
...

yn1

 = v11


x11

x21
...

xn1

 + v12


x12

x22
...

xn2

 + · · · + v1p


x1p

x2p
...

xnp
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Praktické nalezeńı hlavńıch komponent

Druhou hlavńı komponentu źıskáme pomoćı vlastńıho vektoru

v2 = (v21, v22, . . . , v2p)T

jako 
y12

y22
...

yn2

 = v21


x11

x21
...

xn1

 + v22


x12

x22
...

xn2

 + · · · + v2p


x1p

x2p
...

xnp
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Praktické nalezeńı hlavńıch komponent

Posledńı, p-tou hlavńı komponentu źıskáme pomoćı vlastńıho vektoru

vp = (vp1, vp2, . . . , vpp)T

jako 
y1p

y2p
...

ynp

 = vp1


x11

x21
...

xn1

 + vp2


x12

x22
...

xn2

 + · · · + vpp


x1p

x2p
...

xnp
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Faktorová analýza

Faktorová analýza je metoda zamě̌rená na vytvá̌reńı nových
proměnných a na sńıžeńı dimenze dat s co nejmenš́ı ztrátou informace.

Nové proměnné jsou latentńı, skryté, nep̌ŕımo pozorovatelné.

Jedńım ze základńıch ćıl̊u faktorové analýzy je posoudit strukturu
vztahů sledovaných proměnných a zjistit tak, zda dovoluje jejich
rozděleńı do skupin.
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Faktorová analýza

Tyto skupiny dáváme do relace s tzv. faktory, které by měly umožnit
lepš́ı pochopeńı vstupńıch proměnných.

Povaha faktorové analýzy je sṕı̌se heuristická a pr̊uzkumná
(explorativńı) než ově̌rovaćı (konfirmačńı).

Faktorová analýza je často kritizovaná. Pochybnosti se týkaj́ı
nejednoznačnosti řešeńı v důsledku subjektivity mnoha krok̊u i ćıl̊u,
p̌ribližnosti výsledk̊u a mlhavé interpretace.
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Faktorová analýza

Princip faktorové analýzy lze p̌ribĺıžit pomoćı vyjáďreńı

xij = aj1fi1 + aj2fi2 + · · · + ajmfim + eij , m < p,

kde namě̌renou a normalizovanou či standardizovanou hodnotu j-té
charakteristiky pro i-tý objekt vysvětlujeme jako vážený součet m faktor̊u
a reziduálńı složky eij , která těmito faktory vysvětlit nelze.
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Faktorová analýza

V tomto kontextu hovǒŕıme o matici

A = [ajk ], j = 1, . . . , p, k = 1, . . . ,m jako o matici faktorových zátěž́ı
(též se použ́ıvaj́ı výrazy syceńı, saturace, loadings);

F = [fik ], i = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m jako o matici faktor̊u (někdy též
faktorových skór̊u, označeńı je nejednotné);

E = [eij ], i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p jako o matici rezidúı.
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Faktorová analýza

Požadujeme, aby faktory (sloupce matice F ) byly tzv. ortonormálńı
(nezávislé a jednotkové délky). Pak bude platit FTF = I , kde I je
jednotková matice.

Dále definujeme matici U = ETE . U je diagonálńı matice a na
diagonále má hodnoty u1, u2, . . . , up.

Plat́ı, že

uj =
n∑

i=1

e2
ij , j = 1, . . . , p.

Jedná se o variabilitu, kterou nelze vysvětlit faktory, a označujeme ji
jako specificitu či specifický faktor.
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Faktorová analýza

Pomoćı specificit definujeme tzv. komunality

hj = 1 − uj =
m∑

k=1

a2
jk , j = 1, . . . , p,

které můžeme interpretovat jako variabilitu vysvětlenou faktory.
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Faktorová analýza

Hledaj́ı se takové faktorové zátěže a faktory, aby

specificita byla co nejmenš́ı;

faktorové zátěže byly v absolutńı hodnotě bĺızké bud’ nule nebo
jedničce (pro dobrou identifikovatelnost faktor̊u s původńımi
charakteristikami);

počet faktor̊u byl co nejmenš́ı (prakticky podstatně menš́ı než počet
původńıch charakteristik).

Tyto požadavky jsou ve vzájemném rozporu a algoritmy pro faktorovou
analýzu hledaj́ı kompromisńı řešeńı.
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Faktorová analýza

K dosažeńı použitelných výsledk̊u se uplatňuj́ı následuj́ıćı postupy:

Určeńı počtu faktor̊u (někdy se hovǒŕı o extrakci faktor̊u) – viz dále.

Požaduje se takové nastaveńı, aby komunality splňovaly nerovnost
R2
j ≤ hj ≤ 1, j = 1, . . . , p, kde R2

j je koeficient determinace lineárńıho
regresńıho modelu, kde vysvětlujeme j-tou charakteristiku pomoćı
ostatńıch charakteristik.

Použ́ıvá se tzv. rotace faktor̊u, která se snaž́ı doćılit bud’ v absolutńı
hodnotě velkých hodnot nebo témě̌r nulových hodnot faktorových
zátěž́ı.
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Faktorová analýza

Počet faktor̊u lze stanovit dle následuj́ıćıch kritéríı:

Počet vlastńıch č́ısel korelačńı matice věťśıch než 1 či jiná vhodná
konstanta.

Použijeme tolik komponent, které vysvětluj́ı určité procento (nap̌r.
90 %) původńı variability.

Použijeme Scree (též sutinový) graf (je vytvǒren sestupně z vlastńıch
č́ısel komponent), kde hledáme bod zlomu od rychlého klesáńı
k pozvolnému.
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Rotace faktor̊u

Rotace faktor̊u spoč́ıvá v nalezeńı transformace matice A na matici B
s jednoduš̌śı, jednoznačněǰśı strukturou.

Prakticky jde o nalezeńı tzv. ortogonálńı matice T , pomoćı ńıž
transformaci provedeme: B = AT .

Takových transformaćı existuje nekonečně mnoho a je otázkou, kterou
budeme považovat za optimálńı.

Existuje v́ıce p̌ŕıstupů, které mohou dávat výrazně jiné výsledky.
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Rotace faktor̊u

Nejběžněǰśı metodou rotace je tzv. varimax, která je založena na
maximalizaci výrazu

1

p

m∑
j=1

p∑
i=1

(a2
ij − a2

·j)
2,

kde a2
·j = 1

p

∑p
i=1 a2

ij , tedy pr̊uměr kvadrát̊u faktorových zátěž́ı pro
j-tý faktor.
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Rotace faktor̊u

Daľśı použ́ıvanou rotaćı je quartimax, kde kritériem je funkce, která je
součtem čtvrtých mocnin faktorových zátěž́ı.

Metoda quartimax produkuje obecný faktor, protože na rozd́ıl od
metody varimax je rozptyl je poč́ıtán p̌res celou matici a nikoli
postupně pro všechny sloupce.

Zátěže zbývaj́ıćıch faktor̊u pak bývaj́ı nižš́ı než p̌ri použit́ı metody
varimax.
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Porovnáńı faktorové analýzy a analýzy hlavńıch komponent

Obě metody se snaž́ı o vyjáďreńı původńıch proměnných pomoćı
latentńıch proměnných.

Od latentńıch proměnných se v obou metodách požaduje, aby
maximálně reprezentovaly (vysvětlovaly) původńı proměnné.

Konkretizace tohoto požadavku je v obou metodách odlǐsná:

V metodě PCA latentńı proměnné (komponenty) vysvětluj́ı maximum
celkového rozptylu původńıch proměnných.

V metodě FA latentńı proměnné (faktory) vysvětluj́ı p̌redevš́ım
vzájemné souvislosti mezi pozorovanými proměnnými.
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Porovnáńı faktorové analýzy a analýzy hlavńıch komponent

Faktorová analýza pracuje podobně jako PCA s korelačńı nebo
kovariančńı matićı a nalézá prvńı hlavńı faktor tak, aby vysvětloval
nejvěťśı část rozptylu datové matice.

Daľśı faktory jsou konstruovány takovým způsobem, aby byly
nezávislé, čili nekorelované, a vyčerpávaly sestupně maximum
celkového rozptylu.

Faktorová analýza se pokouš́ı objasnit kovariance a korelace
původńıch proměnných pomoćı několika málo společných faktor̊u,
zat́ımco PCA objasňuje pouze rozptyl původńıch proměnných.

Výpočet u PCA je p̌ŕımočarý, jednoduchý.

U faktorové analýzy je výpočet faktorového skóre daleko komplexněǰśı
a byla pro něj navržena řada postupů.
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Porovnáńı faktorové analýzy a analýzy hlavńıch komponent

Rozd́ıl mezi faktorovou analýzou a analýzou hlavńıch komponent je
i v posledńım kroku analýzy.

U faktorové analýzy jsou faktory rotovány tak, aby co nejjednodušeji
popisovaly proměnné.

Ve srovnáńı s metodou hlavńıch komponent hledá faktorová analýza
vzájemné souvislosti vstupńıch proměnných.
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Faktorová analýza – interpretace

Charakteristika v popsaná pomoćı prvńıch dvou faktor̊u.
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Faktorová analýza – interpretace

Charakteristiky v a w popsané pomoćı prvńıch dvou faktor̊u.
Plat́ı, že korelace rvw = cos(α).

cos(0◦) = 1, cos(90◦) = cos(270◦) = 0, cos(180◦) = −1
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Faktorová analýza – graf komponentńıho skóre

Soǔradnice každého objektu na osách hlavńıch komponent nazýváme
skóre (komponentńı skóre).

Graf komponentńıho skóre je zobrazeńı dvou skórových vektor̊u
vynesených v systému kartézských os jeden proti druhému.

Na x-ové ose obvykle použijeme prvńı komponentu pop̌r. faktor a na
ose y daľśı komponenty či faktory.
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Faktorová analýza – graf komponentńıho skóre

Uḿıstěńı objekt̊u: daleko od počátku jsou extrémy. Objekty nejbĺıže
počátku jsou nejtypičtěǰśı.

Podobnost objekt̊u: objekty bĺızko sebe si jsou podobné, objekty
daleko od sebe jsou si nepodobné.

Objekty v shluku: uḿıstěné žretelně v jednom shluku jsou si podobné
a nepodobné objekt̊um v ostatńıch shlućıch. Jsou-li shluky bĺızko
sebe, znamená to značnou podobnost objekt̊u.

Osamělé objekty: izolované objekty mohou být odlehlé.
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Faktorová analýza – graf komponentńıch zátěž́ı

Můžeme identifikovat podobné (korelované) charakteristiky či jejich
shluky.

Je vidět relace mezi původńımi charakteristikami a komponentami
(faktory).

Pokud jsou komponenty či faktory
”
pojmenovány“ (v biologickém,

chemickém, ekonomickém či jiném kontextu), lze usuzovat na
p̌ŕıslušnost charakteristik k této věcné kategorii.
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Faktorová analýza – biplot

Jedná se vlastně o současné vykresleńı grafu komponentńıho skóre
a komponentńıch zátěž́ı.

Pokud je objekt uḿıstěn v bĺızkosti určité charakteristiky, lze ř́ıci, že
tento objekt

”
obsahuje“ velké množstv́ı této charakteristiky.

Můžeme hovǒrit o interakci ve smyslu v́ıcefaktorové analýzy rozptylu.

Biplot je ťreba interpretovat velmi opatrně.
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Faktorová analýza – p̌ŕıklady

Desetiboj.sta

data PCA.sta
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